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第 2 版 前 言 


本 书 自 2006 年 出 版 以 来 ， 经 有 关 院 校 教学 使 用 ， 反 映 良 好 。 考 虑 到 目前 C/C++ 语言 
在 高 校 较 普 及 的 情况 ， 本 书 用 C/C++ 语 言 编 写 了 有 关 计 算 函 数 ， 与 理论 知识 的 介绍 紧密 
结合 ， 使 学 生 在 掌握 基本 理论 的 前 提 下 ， 通 过 实际 应 用 加 深 对 理论 的 理解 。 

这 次 修订 主要 做 了 以 下 工作 ， 

(1) 在 内 容 体系 上 进行 了 重新 组 织 ， 将 弹性 力学 平面 问题 、 空 间 轴 对 称 问 题 、 等 参 
单元 合并 为 一 章 ， 并 增加 了 空间 体 单 元 的 介绍 ; 

(2) 增加 了 有 限 元 分 析 中 一 些 特殊 问题 的 介绍 ， 包 括 形 函 数 几 何 构造 法 、 有 限 元 分 析 
结果 的 精度 、 不 同 单元 的 组 合 、 约 柬 条 件 的 处 理 ; 

(3) 用 C/C++ 语言 编写 了 有 关 计 算 函 数 ; 

(4) 对 全 书 的 框架 进行 了 全 新 的 编排 ， 增 加 了 基本 概念 、 引 例 和 本 章 小 结 。 

经 修订 ， 本 书 具 有 以 下 特点 : 

(1) 编写 体例 新 颖 。 借 鉴 优 秀 教材 特点 的 写作 思路 、 写 作 方法 以 及 章节 安排 , 编排 新 
颖 活泼 、 图 文 并 茂 、 深 入 浅 出 ,适合 当代 大 学 生 使 用 。 

(2) 注重 与 相关 课程 的 关联 融合 。 明 确 知识 点 的 重点 和 难点 以 及 与 其 他 课程 的 关联 
性 ， 做 到 新 有 旧 知识 内 容 的 融合 和 综合 运用 。 

(3) 注重 知识 拓展 应 用 可 行 。 强 调 锻炼 学 生 的 思维 能 力 以 及 运用 概念 解决 问题 的 能 
力 。 在 编写 过 程 中 有 机 地 融入 最 新 的 实例 以 及 操作 性 较 强 的 案例 ， 并 对 实例 进行 有 效 的 分 
析 ， 以 应 用 实例 或 生活 类 比 案例 来 引出 全 章 的 知识 点 ， 从 而 提高 教材 的 可 读 性 和 实用 性 。 
在 提高 学 生 学 习 兴 趣 和 效果 的 同时 ， 培 养 学 生 的 职业 意识 和 职业 能 力 。 

(4) 注重 知识 体系 实用 有 效 。 以 学 生 就 业 所 需 的 专业 知识 和 操作 技能 为 着 眼 点 ， 在 适 
度 的 基础 知识 与 理论 体系 覆盖 下 ， 着 重 讲解 应 用 型 人 才 培 养 所 需 的 内 容 和 关键 点 ， 知 识 点 
讲解 顺序 与 实际 设计 程序 一 致 ， 突 出 实用 性 和 可 操作 性 ， 使 学 生 学 而 有 用 ， 学 而 能 用 。 

本 书 由 中 南 林 业 科 技 大 学 丁 科 、 般 水平 修订 ， 其 中 丁 科 修 订 第 1 章 、 第 2 章 、 第 4 
章 、 第 6 章 、 附 录 A 和 附录 B;， 有 筷 水 平 修订 第 3 章 、 第 5 章 。 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 对 于 本 书 存 在 的 不 足 和 玖 漏 之 处 ， 欢 迎 读 者 批评 指正 。 对 使 用 本 
书 、 关 注 本 书 以 及 提出 修改 意见 的 同行 们 表示 深 深 的 感谢 。 


编 者 
2012 年 1 月 


第 1 版 前 言 


有 限 元 方法 作为 一 种 数值 计算 方法 已 经 在 土木 、 机 械 、 航 空 航天 、 热 传导 、 电 磁场 、 
原子 工程 、 生 物 医学 工程 等 众多 学 科 领 域 得 到 了 广泛 应 用 ， 成 为 人 们 进行 科学 研究 、 工 程 
计算 、 工 程 设计 等 的 重要 手段 。 

本 书 可 以 作为 土木 、 水 利 、 机 械 等 工科 专业 本 科学 生 学 习 有 限 元 方法 的 教材 。 本 书 依次 
介绍 了 杆 系 结构 、 平 面 问题 、 空 间 轴 对 称 问题 、 平 板 弯曲 问题 、 结 构 振 动 问题 的 有 限 元 方 
法 。 在 编写 时 力求 概念 清晰 、 简 明 扼要 、 系 统 性 强 ， 遵 循 由 简单 到 复杂 、 由 浅 入 深 的 原则 。 

本 书 第 1 章 主 要 介绍 有 限 单元 法 的 概念 ， 利 用 有 限 单元 法 分 析 问 题 的 基本 思想 ， 有 限 
单元 法 的 历史 发 展 过 程 和 发 展 趋势 ， 有 限 单元 法 在 实践 工作 中 的 应 用 ， 并 对 目前 常用 的 有 
限 单元 分 析 软 件 进行 简单 的 介绍 。 

本 书 第 2 章 以 杆 系 结构 为 例 ， 介 绍 了 有 限 单元 法 的 分 析 步 又 。 主 要 分 析 单 元 刚度 矩阵 的 建 
立方 法 ， 局 部 坐标 系 下 的 单元 矩阵 转换 为 整体 坐标 系 下 单元 矩阵 的 方法 ， 如 何 由 单元 刚度 矩阵 
集成 整体 刚度 和 矩阵， 等 效 结 点 荷载 的 求 取 方 法 ， 如 何 用 计算 机 实现 对 平面 结构 的 有 限 单元 分 析 。 

本 书 第 3 章 结合 平面 三 角形 单元 和 矩形 单元 这 两 种 基本 单元 对 弹性 力学 平面 问题 的 有 
限 元 方法 进行 了 介绍 。 从 位 移 场 的 选取 、 单 元 刚度 矩阵 的 建立 、 等 效 结 点 荷载 的 计算 、 整 
体 分 析 等 方面 详细 介绍 了 有 限 元 方法 的 分 析 过 程 。 同 时 ， 对 平面 问题 的 程序 设计 方法 进行 
了 介绍 ， 对 程序 结构 进行 了 分 析 。 

本 书 第 4 章 简单 介绍 了 运用 三 角形 单元 对 空间 轴 对 称 问 题 进行 有 限 元 分 析 的 方法 和 过 
程 ， 包 括 位 移 函 数 的 选取 、 单 元 刚度 矩阵 的 建立 等 。 

本 书 第 5 章 介 绍 了 平面 等 参 单元 和 空间 轴 对 称 等 参 单元 。 

本 书 第 6 章 就 平板 这 曲 问题 的 有 限 元 分 析 进 行 了 介绍 。 分 别 运用 三 角形 单元 、 撼 形 单 
元 、 八 结 点 四 边 形 等 参 单 元 等 单元 划分 形式 对 平板 弯曲 问题 进行 介绍 ， 包 括 位 移 模式 、 单 
元 分 析 、 整 体 分 析 、 等 效 结 点 荷载 计算 等 方面 。 

本 书 第 7 章 是 介绍 结构 的 振动 问题 ， 包 括 结构 振动 方程 的 建立 、 结 构 振动 的 特性 与 应 
用 、 结 构 动 力 响 应 的 有 限 元 分 析 等 。 

为 了 便于 学 生 对 以 往 知识 的 回顾 与 应 用 ， 本 书 最 后 还 介绍 了 矩阵 的 基本 知识 、 线 性 方 
程 组 的 计算 方法 以 及 弹性 理论 的 有 关 知 识 。 

根据 教学 实践 的 需要 ， 全 部 讲授 本 书 大 约 需要 60 学 时 (包括 约 16 学 时 的 上 机 实验 )。 
各 学 校 可 以 根据 自己 的 实际 情况 和 结合 各 专业 的 特点 讲授 其 中 的 部 分 内 容 。 

由 于 编者 水 平 有 限 ， 书 中 和 缺点、 错误 在 所 难免 ， 恳 切 期 望 读者 予以 批评 指正 ， 在 此 深 
表 感 谢 ! 


编 者 
2006 年 1 月 
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在 工程 技术 领域 中 ， 许 多 问题 尽管 可 以 得 到 其 基本 方程 和 边界 条 件 ， 但 仍 得 不 到 解析 
解 。 于 是 在 一 定 的 假设 条 件 下 ， 将 复杂 问题 简单 化 ， 求 得 问题 在 简化 状态 下 的 近似 解 ， 这 
种 近似 解 往往 导致 误差 过 大 甚至 是 错误 的 结论 。 此 外 ， 还 存在 许多 无 法 得 到 其 控制 方程 和 
边界 条 件 的 问题 ， 如 汽车 碰撞 问题 等 。 这 样 ， 需 要 运用 数值 计算 方法 来 进行 分 析 ， 有 限 单 
元 法 是 目前 应 用 最 为 广泛 的 一 种 数值 计算 方法 。 

如 1990 年 10 月 ， 美 国 波音 公司 开始 在 计算 机 上 对 新 型 客机 也 -777 进行 无 纸 化 设计 ， 
仅 用 三 年 多 的 时 间 ， 于 1994 年 4 月 成 功 试 飞 第 一 架 B-777 飞机 。 在 B-777 的 结构 设计 
和 评判 过 程 中 ， 大 量 采 用 了 有 限 单元 法 这 一 重要 手段 ， 其 在 设计 过 程 中 起 到 了 极为 关键 的 
作用 。 
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有 限 单元 法 (Finite Element Method，FEM) 是 力学 、 数 学 物理 学 、 计 算 方法 、 计 算 
机 技术 等 多 种 学 科 综 合 发 展 和 结合 的 产物 。 在 人 类 研究 自然 界 的 三 大 科学 研究 方法 ( 理 
论 分 析 、 科 学 实验 、 科 学 计算 ) 中 ， 对 大 和 多数 新 型 领域 来 说 ， 由 于 科学 理论 和 科学 实验 
的 局 限 性 ， 科 学 计算 成 为 一 种 重要 的 研究 手段 。 在 大 多 数 工 程 研 究 领 域 ， 有 限 单 元 法 是 
进行 科学 计算 的 极为 重要 的 方法 之 一 。 利 用 有 限 单元 法 几乎 可 以 对 任意 复杂 的 工程 结构 
进行 分 析 ， 获 取 结 构 的 各 种 机 械 性 能 信息 ， 对 工程 结构 进行 评判 ， 对 工程 事故 进行 
分 析 。 

人 们 对 各 种 力学 问题 进行 分 析 、 求 解 ， 其 方法 归结 起 来 可 以 分 为 解析 法 (Analytical 
Method) 和 数值 法 (Numeric Method) 。 如 果 给 定 一 个 问题 ， 通 过 一 定 的 推导 可 以 用 有 具体 
的 表达 式 来 获得 问题 的 解答 ， 这 样 的 求解 方法 就 称 为 解析 法 。 但 由 于 实际 结构 物 的 复杂 
性 ， 除 了 少数 非常 简单 的 问题 外 ， 绝 大 多 数 科学 研究 和 工程 计算 问题 用 解析 法 求解 是 非 
常 困难 的 。 因 此 ， 数 值 法 求解 已 成 为 一 种 不 可 替代 的 广泛 应 用 的 方法 ， 并 得 到 了 不 断 
发 展 。 

目前 ， 在 工程 技术 领域 常用 的 数值 计算 方法 有 : 有 限 单元 法 、 有 限 差分 法 、 边 界 元 
法 、 离 散 单元 法 等 。 其 中 ， 有 限 单 元 法 应 用 最 为 广泛 ， 在 工程 计算 领域 得 到 了 广泛 的 应 
用 。 有 限 单元 法 是 20 世纪 中 期 伴随 着 计算 机 技术 的 发 展 而 迅速 发 展 起 来 的 一 种 数值 分 
析 方 法 ， 它 数学 逻辑 严谨 ， 物 理 概 念 清晰 ， 应 用 非常 广泛 ， 能 灵活 处 理 和 求解 各 种 复杂 
问题 ， 它 采用 矩阵 形式 表达 基本 公式 ， 便 于 计算 机 编程 ， 这 些 优 点 赋予 了 它 强 大 的 生 
命 力 。 

有 限 单元 法 的 实质 是 将 复杂 的 连续 体 划 分 为 有 限 多 个 简单 的 单元 体 ( 图 1. 1) ， 化 无 限 
自由 度 问 题 为 有 限 自由 度 问题 ， 将 连续 场 函数 的 ( 偏 ) 微 分 方程 的 求解 问题 转化 成 有 限 个 参 
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数 的 代数 方程 组 的 求解 问题 。 用 有 限 单元 法 分 析 工 程 结构 问题 时 ， 将 一 个 理想 体 离散 化 
后 ， 如 何 保证 其 数值 解 的 收敛 性 和 稳定 性 是 有 限 元 理论 讨论 的 主要 内 容 之 一 ， 而 数值 解 的 
收 敏 性 与 单元 的 划分 及 单元 形状 有 关 。 在 求解 过 程 中 ， 通 常 以 位 移 为 基本 变量 ， 使 用 虚 位 
移 原理 或 最 小 势能 原理 来 求解 。 
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图 1.1 单元 划分 示意 图 


有 限 单元 法 的 基本 思想 是 先 化 整 为 零 ， 再 集 零 为 整 ， 也 就 是 把 一 个 连续 体 人 为 地 分 割 
成 有 限 个 单元 ， 即 把 一 个 结构 看 成 由 若干 通过 结 点 相连 的 单元 组 成 的 整体 ， 先 进行 单元 分 
析 ， 然 后 再 把 这 些 单元 组 合 起 来 代表 原来 的 结构 进行 整体 分 析 。 从 数学 的 角度 来 看 ， 有 限 
单元 法 是 将 一 个 偏 微分 方程 化 成 一 个 代数 方程 组 ， 利 用 计算 机 求解 。 由 于 有 限 元 法 是 采用 
矩阵 算法 ， 故 借助 计算 机 这 个 工具 可 以 快速 地 算出 结果 。 


| 1. 2 有 限 单元 法 的 发 展 


有 限 单元 法 基本 思想 的 提出 ， 通 常 认为 起 源 于 20 世纪 40 年 代 ， 其 实 早 在 公元 3 世纪 
的 时 候 ， 我 国 数学 家 刘 微 提出 的 用 “ 割 贺 术 ” 求 圆 周 长 的 方法 即 是 有 限 元 基本 思想 的 体 
现 。 经 典 结 构 力 学 求解 刚 架 内 力 的 位 移 法 ， 将 刚 架 看 成 是 由 有 限 个 在 结 点 处 连接 的 杆 件 单 
元 组 成 ， 先 研究 每 个 杆 件 单 元 ， 最 后 将 其 组 合 进行 综合 分 析 ， 这 种 先 离散 、 后 整合 的 方法 
便 是 有 限 单元 法 的 基本 思想 。 

1941 年 ， 雷 尼 柯 夫 (Hrenikoff) 首 次 提出 用 框架 方法 求解 力学 问题 ， 但 这 种 方法 仅 限 
于 用 杆 系 结构 来 构造 离散 模型 。1943 年 ， 柯 兰 特 (Courant) 发 表 了 一 篇 使 用 三 角形 区 域 的 
多 项 式 函 数 来 求解 扭转 问题 的 论文 ， 第 一 次 假设 挠 曲 函 数 在 一 个 划分 的 三 角形 单元 集合 体 
的 每 个 单元 上 为 简单 的 线性 函数 。 这 是 第 一 次 用 有 限 单元 法 来 处 理 连 续 体 问题 。 

20 世纪 50 年 代 ， 航 空 事业 的 飞速 发 展 对 飞机 结构 提出 了 越 来 越 高 的 要 求 ， 这 样 需 要 
更 精确 地 设计 和 计算 。1956 年 ， 特 纳 CTurner)、 克 拉夫 (Clough) 、 马 本 (Martin) 和 托 普 
(Top) 等 将 刚 架 分 析 中 的 位 移 法 扩展 到 弹性 力学 平面 问题 中 ， 并 用 于 飞机 的 结构 分 析 和 设 
计 ， 系 统 地 研究 了 离散 杆 、 梁 、 三 角形 的 单元 刚度 表达 式 ， 并 求 得 了 平面 应 力 问 题 的 正确 
解答 。 他 们 的 研究 工作 开始 了 利用 电子 计算 机 求解 复杂 弹性 力学 问题 的 新 阶段 。1955 年 ， 
德国 斯 图 加 特大 学 的 J. H. Argyris 教授 发 表 了 一 组 关于 能 量 原 理 与 矩阵 分 析 的 论文 ， 奠 定 
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了 有 限 单元 法 的 理论 基础 。 

1960 年 ， 克 拉夫 (Clough) 在 处 理 剖 面 弹性 问题 时 ， 第 一 次 提出 并 使 用 “有 限 单元 法 ” 
的 名 称 ， 使 人 们 进一步 认识 到 这 一 方法 的 特性 和 功效 。 此 后 ， 大 量 学 者 、 专 家 开始 使 用 这 
一 离散 方法 来 处 理 结构 分 析 、 流 体 分 析 、 热 传导 、 电 磁 学 等 复杂 问题 。 从 1963 年 到 1964 
年 ， 贝 塞 林 (Besseling) 、 卞 学 瑛 (T. H. Pian) 等 人 的 研究 工作 表明 ， 有 限 单元 法 实际 上 是 
弹性 力学 变 分 原理 中 瑞 雷 一 里 效法 的 一 种 形式 ， 从 而 在 理论 上 为 有 限 单元 法 奠定 了 数学 基 
础 ， 确 认 了 有 限 单 元 法 是 处 理 连续 介质 问题 的 一 种 普遍 方法 ， 扩 大 了 有 限 单元 法 的 应 用 范 
围 。 但 有 限 单元 法 更 为 灵活 ， 适 应 性 更 强 ， 计 算 精度 更 高 ， 这 一 成 果 也 大 大 刺激 了 变 分 原 
理 的 研究 和 发 展 ， 先 后 出 现 了 一 系列 基于 变 分 原理 的 新 型 有 限 元 模型 ， 如 混合 元 、 非 协调 
元 、 广 义 协 调 元 等 。1967 年 ，Zienkiewicz 和 Cheung 出 版 了 第 一 本 关于 有 限 元 分 析 的 
专著 。 

20 世纪 70 年 代 后 ， 随 着 计算 机 技术 和 软件 技术 的 发 展 ， 有 限 单元 法 进入 了 发 展 的 高 
速 期 。 这 一 时 期 ， 人 们 对 有 限 单元 法 进行 了 深入 研究 ， 涉 及 内 容 包 括 数学 和 力学 领域 所 依 
据 的 理论 ， 单 元 划分 的 原则 ， 形 函数 的 选取 ， 数 值 计算 方法 及 误差 分 析 、 收 敛 性 和 稳定 性 
研究 ， 计 算 机 软件 开发 ， 非 线性 问题 ， 大 变形 问题 等 。1972 年 ，Oden 出 版 了 第 一 本 关于 
处 理 非 线性 连续 体 的 专著 。 

我 国 著名 力学 家 、 教 育 家 徐 芝 纶 院士 首次 将 有 限 元 法 引入 中 国 。 他 于 1974 年 编写 
了 我 国 第 一 部 关于 有 限 元 法 的 专著 一 《弹性 力学 问题 的 有 限 单元 法 》， 从 此 开创 了 我 国 
有 限 元 应 用 及 发 展 的 历史 。 其 他 的 一 些 科技 工作 者 ， 如 胡 昌 海 提出 了 广义 变 分 原理 ， 钱 
- 伟 长 最 先 研 究 了 拉 格 朗 日 乘 子 法 与 广义 变 分 原理 之 间 的 关系 ， 冯 康 研究 了 有 限 单元 法 的 
精度 和 收敛 性 问题 ， 钱 令 希 研究 了 余 能 原理 等 ， 他 们 的 研究 成 果 得 到 了 国际 学 术 界 的 
认可 。 

近年 来 ， 有 限 单元 法 的 发 展 主要 表现 在 以 下 两 方面 : 一 方面 ， 新 的 单元 类 型 不 断 出 
现 ， 如 等 参 元 、 高 次 元 、 不 协调 元 、 拟 协调 元 、 杂 交 元 、 样 条 元 、 边 界 元 、 罚 单元 等 ， 此 
外 还 有 半 解 析 的 有 限 条 等 不 同 单元 ， 另 一 方面 ， 求 解 方法 不 断 改进 ， 如 半 带 宽 与 变 带宽 消 
去 法 、 超 矩阵 法 、 波 前 法 、 子 结构 法 、 子 空间 迭代 法 等 。 同 时 ， 能 解决 各 种 复杂 耦合 问题 
的 软件 和 软件 系统 不 断 涌现 ， 对 网 格 自动 划分 和 网 格 自 适应 过 程 的 研究 ， 也 大 大 加 强 了 有 
限 单元 法 的 解 是 能力， 使 有 限 单元 法 逐渐 趋 于 成 熟 。 


| 十 3 有 限 单元 法 的 分 析 过 程 及 应 用 


有 限 单元 法 从 20 世纪 40 年 代 发 展 至 今 ， 经 过 70 多 年 的 发 展 和 创新 ， 它 已 经 成 为 科 
学 计算 必 不 可 少 的 工具 。 其 应 用 已 由 弹性 力学 平面 问题 扩展 到 空间 问题 、 板 沈 问 题 ， 由 静 
力 平衡 问题 扩展 到 稳定 问题 、 动 力 问 题 和 波动 问题 。 其 分 析 的 对 象 从 弹性 材料 扩展 到 塑 
性 、 粘 弹性 、 粘 塑性 和 复合 材料 等 ， 从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 、 渗 流 与 回 结 理论 、 热 传 
导 与 热 应 力 问题 、 磁 场 问 题 以 及 建筑 声学 与 曲 声 问题 。 不 仅 涉 及 稳 态 场 问 题 ， 而 且 涵 盖 材 
料 非 线性 、 几 何 非 线性 、 时 间 问 题 和 断裂 力学 问题 等 。 


(WY 


结论 


1.3.1 有 限 单元 法 的 特性 


(1) 对 复杂 几何 形态 构件 的 适应 性 。 由 于 有 限 单元 法 的 单元 划分 在 空间 上 可 以 是 一 维 
的 ， 也 可 以 是 二 维 、 三 维 的 ， 并 且 可 以 有 不 同 的 形状 ， 如 二 维 单元 可 以 为 三 角形 、 四 边 
形 ， 三 维 单元 可 以 是 四 面体 、 五 面体 、 六 面体 等 ， 同 时 各 种 单元 可 以 有 不 同 的 连接 形式 。 
因此 ， 工 程 实际 中 过 到 的 任何 复杂 结构 或 构造 都 可 以 离散 为 有 限 个 单元 组 成 的 集合 体 。 

(2) 对 各 种 构 型 问题 都 有 可 适应 性 。 有 限 单元 法 分 析 的 研究 范围 已 由 最 初 杆 件 结构 问 
题 发 展 到 目前 的 弹 塑性 问题 、 粘 弹 塑性 问题 、 动 力 问题 ， 可 以 应 用 于 流体 力学 、 热 力学 、 
电磁 学 、 空 气动 力学 问题 ， 并 且 可 以 解决 复杂 的 非 线性 问题 。 

(3) 理论 基础 的 可 靠 性 。 有 限 单元 法 的 理论 基础 ( 变 分 原理 、 能 量 守恒 原理 ) 在 数学 
上 、 物 理 上 得 到 了 可 人 靠 的 证 明 ， 只 要 研究 问题 的 数学 模型 建立 适当 ， 实 现 有 限 元 方程 的 算 
法 稳定 收敛 ， 则 求 得 的 解 是 真实 可 靠 的 。 

(4) 计算 精度 的 可 信 性 。 只 要 所 研究 问题 本 身 是 有 解 的 ， 在 相同 条 件 下 随 着 单元 数目 
的 增加 ， 其 计算 的 精度 不 断 提 高 ， 近 似 解 不 断 趋 近 于 精确 解 。 

(5) 计算 的 高 效 性 。 由 于 有 限 元 分 析 的 各 个 步骤 可 用 和 矩阵 形式 表示 ， 最 终 的 求解 归结 
为 标准 的 矩阵 代数 问题 ， 将 许多 复杂 的 微分 、 偏 微分 方程 的 求解 问题 转化 为 求解 代数 方程 
组 问题 ， 特 别 适合 于 计算 机 编程 实现 。 


1.3.2 有 限 单元 法 的 分 析 过 程 


有 限 单元 法 的 基础 思想 是 化 整 为 零 ， 分 散 分 析 ， 再 集 零 为 整 ， 也 就 是 将 连续 的 变形 固 
体 离散 成 有 限 个 单元 组 成 的 结构 ， 单 元 与 单元 之 间 仅 在 结 点 处 连接 。 利 用 变 分 原理 或 其 他 
方法 ， 建 立 联系 结 点 位 移 和 结 点 荷载 的 代数 方程 组 ， 求 解 这 些 方程 组 ， 得 到 未 知 结 点 位 
移 ， 再 求 得 各 单元 内 的 其 他 物理 量 ， 包 括 以 下 三 个 步骤 。 

1. 结构 物 的 离散 化 


对 一 个 结构 物 进 行 有 限 元 分 析 的 第 一 步 是 对 其 进行 离散 ， 根 据 求 解 问题 的 不 同 精度 要 
求 、 效 能 要 求 等 诸多 因素 ， 将 整个 结构 划分 为 有 限 个 单元 ， 单 元 与 单元 之 间 、 单 元 与 边界 
之 间 通 过 结 点 连接 。 在 进行 离散 时 ， 必 须 注意 以 下 几 点 。 

(1) 单元 类 型 的 选择 ， 包 括 单元 形状 、 结 点 数 、 结 点 自由 度数 等 几 个 方面 。 

(2) 单元 划分 应 有 一 定 的 规律 性 ， 便 于 计算 机 自动 生成 网 格 ， 并 且 有 利于 以 后 对 网 格 
进行 加 密 处 理 ， 同 一 单元 应 由 同一 种 材料 组 成 等 问题 。 

2. 进行 单元 分 析 

单元 分 析 就 是 将 离散 化 后 的 每 个 单元 看 做 一 个 研究 对 象 ， 研 究 结 点 位 移 与 结 点 力 之 间 
的 关系 ， 包 括 以 下 两 方面 的 内 容 。 

1) 确定 单元 的 位 移 模式 

对 于 位 移 型 有 限 单 元 法 ， 将 单元 中 任意 一 点 的 位 移 用 单元 的 结 点 位 移 来 表示 ， 而 单元 
位 移 是 结 点 位 移 的 函数 。 位 移 函 数 的 假设 是 否 合理 ， 直 接 影响 到 有 限 元 分 析 的 计算 精度 、 
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效率 和 可 靠 度 。 

2) 单元 特性 分 析 

在 建立 了 单元 的 位 移 函 数 之 后 ， 可 以 根据 应 力 、 应 变 、 位 移 之 间 的 关系 ， 利 用 虚 位 移 
原理 或 最 小 势能 原理 ， 建 立 单元 结 点 力 和 结 点 位 移 之 间 的 关系 ， 得 到 单元 刚度 矩阵。 这 一 
步 还 必须 将 单元 上 的 荷载 等 效 为 结 点 荷载 ， 进 行 单元 分 析 的 过 程 实际 上 是 建立 单元 刚度 和 矩 
阵 和 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 过 程 。 

3. 整体 分 析 

在 确定 了 每 个 单元 的 单元 刚度 方程 之 后 ， 可 以 将 各 单元 集成 整体 结构 进行 分 析 ， 建 立 
起 表示 整个 结构 结 点 平衡 的 方程 组 ， 即 整体 刚度 方程 ， 然 后 引入 结构 的 边界 条 件 ， 对 方程 
组 进行 求解 ， 得 出 结 点 位 移 ， 进 而 求 出 各 单元 的 内 力 和 变形 。 


1.3.3 有 限 单 元 法 的 应 用 


经 过 60 多 年 的 发 展 ， 有 限 单元 法 的 应 用 范围 已 由 杆 状 构件 问题 发 展 到 弹性 力学 平面 
问题 ， 并 进一步 扩展 到 空间 问题 、 板 这 问题 ， 由 静 力 平衡 问题 扩展 到 稳定 问题 、 动 力 问 
题 、 波 动 问题 、 接 触 问题 。 其 研究 的 对 象 从 弹性 材料 扩展 到 弹 塑 性 、 粘 弹性 、 粘 塑性 复合 
材料 问题 ， 从 研究 小 变形 问题 到 研究 大 变形 问题 ， 从 简单 的 线性 问题 到 复杂 的 非 线性 问 
题 ， 从 固体 力学 扩展 到 流体 力学 、 热 传导 、 电 磁 学 等 连续 介质 领域 。 可 以 说 ， 有 限 单 元 法 
作为 一 门 数值 计算 方法 已 渗透 到 了 科学 、 工 程 的 方方面面 ， 成 为 人 们 进行 科学 研究 、 工 程 
计算 、 工 程 设 计 等 的 重要 手段 。 

有 限 单元 法 的 应 用 不 只 局 限 在 固体 力学 领域 。 可 以 这 么 说 ， 有 限 单 元 法 可 以 解决 几 
乎 所 有 的 连续 介质 和 场 的 问题 ， 在 机 械 工程 、 土 木工 程 、 航 空 结构 、 热 传导 、 电 磁场 、 
流体 力学 、 流 体 动 力学 、 地 质 力学 、 原 子 工 程 和 生物 医学 工程 等 各 个 领域 中 得 到 了 越 来 
越 广泛 的 应 用 。 根 据 有 限 元 求解 问题 的 性 质 可 以 把 它 在 应 用 中 解决 的 问题 分 为 以 下 
三 类 。 

(1) 平衡 问题 一 一 不 依赖 时 间 的 问题 ， 即 稳 态 问题 。 

《2) 特征 值 问题 一 一 固体 力学 和 流体 力学 的 特征 值 问题 是 平衡 问题 的 推广 。 

(3) 瞬 态 问题 一 一 随时 间 变 化 的 问题 。 

在 工程 实践 中 ， 有 限 元 分 析 软 件 与 CAD 系统 的 集成 应 用 使 设计 水 平 发 生 了 质 的 飞 
拨 ， 主 要 表现 在 以 下 几 个 方面 : 增加 设计 功能 ， 减 少 设计 成 本 ; 缩短 设计 和 分 析 的 循环 


， 周 期 ; 增加 产品 和 工程 的 可 靠 性 ; 采用 优化 设计 ， 降 低 材料 的 消耗 或 成 本 ; 在 产品 制造 


或 工程 施工 前 预先 发 现 潜 在 的 问题 ， 模 拟 各 种 试验 方案 ， 减 少 试验 时 间 和 经 费 ; 进行 机 
械 事 故 分 析 ， 查 找事 故 原因 。 在 大 力 推广 CAD 技术 的 今天 ， 从 自行 车 到 航天 飞机 ， 所 有 
的 设计 制造 都 离 不 开 有 限 元 分 析 计 算 ，FEA 在 工程 设计 和 分 析 中 将 得 到 越 来 越 广 泛 的 
重视 。 

在 结构 工程 、 航 空 工程 等 方面 ， 人 们 常用 有 限 单元 法 对 梁 、 板 壳 进 行 结构 分 析 ， 对 各 
种 复杂 结构 进行 二 维 、 三 维 应力 分 析 ， 研 究 应 力 波 的 传播 特性 和 各 种 结构 对 非 周 期 荷载 的 
动态 响应 ， 并 对 结构 进行 稳定 性 分 析 、 研 究 结构 的 固有 频率 和 振 型 等 。 

在 土 力学 、 岩 石 力 学 、 基 础 工程 学 等 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 填 筑 和 开 挖 问题 、 边 
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坡 稳定 性 问题 、 土 壤 与 结构 的 相互 作用 ， 坝 、 隧 洞 、 钻 孔 、 涵 洞 、 船 闸 等 的 应 力 分 析 ， 土 
壤 与 结构 的 动态 相互 作用 ， 应 力 波 在 土壤 和 岩石 中 的 传播 问题 。 

在 流体 力学 、 水 利 工程 学 等 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 流体 的 势 流 、 流 体 的 粘性 流 
动 、 著 水 层 和 多 和 孔 介 质 中 的 定常 ( 非 定 常 ) 渗 流 、 水 工 结 构 和 大 坝 分 析 ， 流 体 在 土壤 和 岩石 
中 的 稳 态 渗流 ， 波 在 流体 中 传播 ， 污 染 的 扩散 问题 。 

在 电磁 学 、 热 传导 领域 ， 常 用 有 限 单元 法 研究 固体 和 流体 中 的 稳 态 温度 分 布 、 瞬 态 热 
流 问题 ， 对 二 维 、 三 维 时 变 、 高 频 电磁 场 进行 分 析 等 。 
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随 着 现代 科学 技术 的 发 展 ， 人 们 正在 不 断 建造 更 为 快速 的 交通 工具 、 更 大 规模 的 建筑 
物 、 更 大 跨度 的 桥梁 、 更 大 功率 的 发 电机 组 和 更 为 精密 的 机 械 设备 。 这 一 切 都 要 求 工程 师 
在 设计 阶段 就 能 精确 地 预测 出 产品 和 工程 的 技术 性 能 ， 需 要 对 结构 的 静 、 动 力 强 度 以 及 温 
度 场 、 流 场 、 电 磁场 和 渗流 等 技术 参数 进行 分 析 计 算 。 例 如 ， 分 析 计 算 高 层 建筑 和 大 跨度 
桥梁 在 地 震 时 所 受到 的 影响 ， 看 看 是 否 会 发 生 破坏 性 事故 ; 分 析 计 算 核 反应 堆 的 温度 场 ， 
确定 传 热 和 冷却 系统 是 否 合 理 ; 分 析 涡 轮机 叶片 内 的 流体 动力 学 参数 ， 以 提高 其 运转 效 
率 。 这 些 都 可 归结 为 求解 物理 问题 的 控制 偏 微分 方程 式 ， 这 些 问 题 的 解析 计算 往往 是 不 现 
实 的 。 因 此 ， 有 限 元 软件 应 运 而 生 。 有 限 元 软件 的 应 用 极 大 地 提高 了 力学 学 科 解 决 自然 科 
学 和 工程 实际 问题 的 能 力 ， 进 一 步 促 进 了 有 限 单元 法 的 发 展 。 

有 限 元 软件 可 以 分 为 通用 软件 和 专用 软件 两 类 。 通 用 软件 适应 性 广 ， 规 格 规范 ， 输 入 
方法 简单 ， 有 比较 成 熟 齐 全 的 单元 库 ， 大 多 提供 二 次 开发 的 接口 。 即 使 通用 软件 的 功能 再 
强 ， 对 于 一 些 比较 专业 的 问题 ， 尤 其 是 处 于 研究 阶段 的 内 容 ， 也 往往 显得 无 能 为 力 。 因 
此 ， 针 对 某 些 特定 领域 、 特 定 问题 开发 的 专用 软件 ， 在 解决 专 有 问题 时 显得 更 为 有 效 。 不 
管 是 通用 软件 还 是 专用 软件 ， 其 分 析 过 程 都 包括 前 处 理 、 分 析 计 算 、 后 处 理 三 个 步骤。 目 
前 常用 的 有 限 元 软件 有 :ANSYS、MARC、ABQUS、NASTRAN、ADINA、ALGOR、 
SAP、STRAND、FEPG 等 。 


1. ANSYS 


ANSYS 软件 是 融 结 构 、 流 体 、 电 场 、 磁 场 、 声 场 分 析 于 一 体 的 大 型 通用 有 限 元 分 析 
软件 ， 目 前 最 新 版 本 为 14. 0。 它 是 由 世界 上 最 大 的 有 限 元 分 析 软 件 公司 之 一 的 美国 AN- 
SYS 公司 开发 出 来 的 软件 ， 能 与 多 数 CAD 软件 接口 ， 实 现 数据 的 共享 和 交换 ， 如 Pro/ 
Engineer、UG、NASTRAN、Alogor、I- DEAS、AutoCAD 等 ， 是 现代 产品 设计 中 的 高 
级 CAD 工具 之 一 。 该 软件 主要 包括 三 个 部 分 : 前 处 理 模 块 、 分 析 计算 模块 和 后 处 理 模块 。 
前 处 理 模 块 提供 了 一 个 强大 的 实体 建 模 及 网 格 划 分 工具 ， 用 户 可 以 方便 地 构造 有 限 元 模 
型 ， 分 析 计 算 模块 包括 结构 分 析 ( 可 进行 线性 分 析 、 非 线性 分 析 和 高 度 非 线性 分 析 ) 、 流 体 
动力 学 分 析 、 电 磁场 分 析 、 声 场 分 析 、 压 电 分 析 以 及 多 物理 场 的 耦合 分 析 ， 可 模拟 多 种 物 
理 介 质 的 相互 作用 ， 具 有 有 灵敏度 分 析 及 优化 分 析 能 力 ; 后 处 理 模 块 可 将 计算 结果 以 彩色 等 
值 线 显示 、 梯 度 显 示 、 矢 量 显示 、 粒 子 流 迹 显 示 、 立 体 切 片 显 示 、 透 明 及 半 透 明显 示 ( 可 
看 到 结构 内 部 ) 等 图 形 方式 显示 出 来 ， 也 可 将 计算 结果 以 图 表 、 曲 线形 式 显示 或 输出 。 软 
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件 提供 了 100 种 以 上 的 单元 类 型 ， 用 来 模拟 工程 中 的 各 种 结构 和 材料 。 该 软件 有 多 种 不 同 
版 本 ， 可 以 运行 在 从 个 人 机 到 大 型 机 的 多 种 计算 机 设备 上 ， 如 PC、SGI、HP、SUN、 
DEC、IBM、CRAY 等 。 

2. MARC 


MARC 具有 极 强 的 结构 分 析 能 力 ， 可 以 处 理 各 种 线性 和 非 线 性 结构 分 析 ， 包 括 线性 / 
非 线 性 静 力 分 析 、 模 态 分 析 、 简 谐 响 应 分 析 、 频 谱 分 析 、 随 机 振动 分 析 、 动 力 响应 分 析 、 
自动 的 静 / 动 力 接触 、 届 曲 / 失 稳 、 失 效 和 破坏 分 析 等 。 它 提供 了 丰富 的 结构 单元 、 连 续 单 
元 和 特殊 单元 的 单元 库 ， 几 乎 每 种 单元 都 具有 处 理 大 变形 几何 非 线 性 、 材 料 非 线性 和 包括 
接触 在 内 的 边界 条 件 非 线性 以 及 组 合 的 高 度 非 线性 的 超 强 能 力 。 

3. ABQUS 


ABQUS 是 美国 HKS 公司 的 产品 ， 它 是 一 套 先 进 的 通用 有 限 元 系统 ， 也 是 功能 最 强 
的 有 限 元 软件 之 一 ， 可 以 分 析 复 杂 的 固体 力学 和 结构 力学 系统 。ABAQUS 有 两 个 主要 分 
析 模 块 ，ABAQUS/Standard 提供 了 通用 的 分 析 能 力 ， 如 应 力 和 变形 、 热 交换 、 质 量 传递 
等 ; ABAQUS/Explicit 应 用 对 时 间 进 行 显示 积分 求解 ， 为 处 理 复杂 接触 问题 提供 了 有 力 
的 工具 ， 适 合 于 分 析 短 暂 、 瞬 时 的 动态 事件 。 

4. NASTRAN 


NASTRAN 是 世界 上 功能 最 全 面 、 应 用 最 广泛 的 大 型 通用 结构 有 限 元 分 析 软 件 之 一 ， 
同时 也 是 工业 标准 的 FEA 原 代码 程序 及 国际 合作 和 国际 招标 中 工程 分 析 和 校 验 的 首选 工 
具 ， 可 以 解决 各 类 结构 的 强度 、 刚 度 、 届 曲 、 模 态 、 动 力学 、 热 力学 、 非 线性 、 声 学 、 流 
体 - 结 构 耦 合 、 气 动弹 性 、 超 单元 、 惯 性 释放 及 结构 优化 等 问题 。 通 过 MSC/NASTRAN 
的 分 析 ， 可 确保 各 个 零 部 件 及 整个 系统 在 合理 的 环境 下 正常 工作 。 此 外 ， 程 序 还 提供 了 开 
放 式 用 户 开 发 环境 和 DMAP 语言 及 多 种 CAD 接口 ， 以 满足 用 户 的 特殊 需要 。MSC/DYT- 
RAN 主要 用 于 求解 高 度 非 线性 、 瞬 态 动力 学 、 流 体 及 流 固 看 合 等 问题 ， 其 先进 的 技术 可 
解决 广泛 复杂 的 工程 问题 ， 如 金属 成 型 、 爆 炸 、 碰 撞 、 搁 浅 、 冲 击 、 穿 透 、 安 全 气 宫 
( 带 ) 、 液 - 固 耦 合 、 晃 动 、 安 全 防护 等 。 程 序 采用 有 限 单元 法 及 有 限 体 方法 ， 并 可 二 者 混 
合 使 用 。MSC/FATIGUE 是 专用 的 耐久 性 疲劳 寿命 分 析 软 件 系统 ， 可 用 于 零 部 件 的 初始 
裂纹 分 析 、 裂 纹 扩展 分 析 、 应 力 寿 命 分 析 、 焊 接 寿 命 分 析 、 随 机 振动 寿命 分 析 、 整 体 寿命 
预 估 分 析 、 疲 劳 优化 设计 等 各 种 分 析 。 同 时 该 软件 还 拥有 丰富 的 与 疲劳 断裂 有 关 的 材料 
库 、 疲 劳 载荷 和 时 间 历 程 库 等， 使 分 析 的 最 终结 果 具 有 可 视 化 特点 。MSCVConstruct 是 基 
于 MSC/PATRAN 和 MSC/NASTRAN 用 于 拓扑 及 形状 优化 的 概念 化 设计 软件 系统 。 
MSC/MARC 是 功能 齐全 的 高 级 非 线性 结构 有 限 元 分 析 系 统 ， 体 现 了 有 限 元 分 析 的 理论 方 
法 和 软件 实践 的 完美 结合 ， 它 具有 极 强 的 结构 分 析 能 力 ， 可 以 处 理 各 种 线性 和 非 线 性 结构 
分 析 问 题 ， 包 括 线性 / 非 线性 静 力 分 析 、 模 态 分 析 、 简 谐 响 应 分 析 、 频 谱 分 析 、 随 机 振动 
分 析 、 动 力 响 应 分 析 、 自 动 的 静 / 动 力 接触 、 届 曲 / 失 稳 、 失 效 和 破坏 分 析 等 ;可 以 解决 各 
种 高 度 复杂 的 结构 非 线 性 、 动 力 、 耦 合 场 及 材料 等 工程 问题 ， 尤 其 适用 于 冶金 、 核 能 、 橡 
胶 等 领域 。 

5. ADINA 


ADINA 是 美国 ADINA R&D Inc. 开发 的 一 套 大 型 通用 有 限 元 分 析 软 件 ， 被 广泛 应 用 
》 _/ 
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于 各 个 行业 的 工程 仿真 分 析 ， 包 括 机 械 制 造 、 材 料 加 工 、 航 空 航天 、 汽 车 、 土 木 建筑 、 电 
子 电器 、 国 防 军工 、 船 舶 、 铁 道 、 石 化 、 能 源 等 各 个 工业 领域 ， 能 真正 实现 流 场 、 结 构 、 
热 的 耦合 分 析 。 

6. ALGOR 


ALGOR 作为 世界 著名 的 大 型 通用 工程 仿真 软件 ， 被 广泛 应 用 于 各 个 行业 的 设计 、 有 
限 元 分 析 、 机 械 运动 仿真 中 ， 包 括 静 力 、 动 力 、 流 体 、 热 传导 、 电 磁场 、 管 道 工 艺 流 程 设 
计 等 ， 能 够 帮助 设计 分 析 人 员 预 测 和 检验 在 真实 状态 下 的 各 种 情况 ， 快 速 、 低 成 本 地 完成 
更 安全 更 可 靠 的 设计 项 目 。ALGOR 以 其 分 析 功 能 齐全 、 使 用 操作 简便 和 对 硬件 的 要 求 低 
等 特点 ， 在 从 事 设 计 、 分 析 的 科技 工作 者 中 享有 盛誉 。 作 为 中 高 档 CAE 分 析 工 具 的 代表 
之 一 ，ALGOR 在 汽车 、 电 子 、 航 空 航天 、 医 学 、 日 用 品 生产 、 军 事 、 电 力 系统 、 石 油 、 
大 型 建筑 以 及 微 电 子 机 械 系统 等 诸多 领域 中 均 有 广泛 的 应 用 。 工 程 师 们 通过 使 用 ALGOR 
进行 设计 ,虚拟 测试 和 性 能 分 析 ， 缩 短 了 产品 投入 市 场 的 时 间 ， 并 能 以 更 低 的 成 本 制造 出 
优质 可 靠 的 产品 。 | 

7. SAP 


SAP 是 结构 分 析 程 序 (Structural Analysis Program) 的 英文 缩写 。SAP 程序 作为 一 个 
大 型 的 结构 分 析 有 限 元 通用 程序 ， 是 由 美国 加 州 大 学 伯克利 分 校 首先 开发 研制 的 ， 其 第 一 
个 版 本 完成 于 1970 年 ， 至 今 已 发 行 到 了 SAP 2000 版 。 它 除了 能 求解 三 维 梅 杆 单元 、 三 维 
梁 单 元 、 三 维 块 体 单元 、 薄 板 薄 过 单元、 平面 应 力 、 平 面 应 变 外 ， 还 能 同时 进行 历程 响应 
分 析 、 响 应 谱 分 析 、 频 率 响应 及 塑性 分 析 ， 并 且 有 完善 的 图 形 前 后 处 理 功 能 ， 支 持 网 格 的 
自动 生成 、 结 点 带宽 优化 及 图 形 显示 等 多 种 功能 。 

8. STRAND 


STRAND 是 由 澳大利亚 G&D Computing 公司 开发 的 大 型 有 限 元 程序 系统 ， 具 有 功 
能 齐全 、 操 作 方 便 、 性 能 /价格 比 高 等 特点 。 精 心 设计 的 交互 界面 直观 明了 ， 用 户 只 需要 
很 短 的 时 间 就 能 学 会 软件 的 使 用 方法 ， 并 用 来 解决 实际 工程 问题 。 其 Strand 7 的 网 格 自动 
生成 器 可 读 取 各 种 CAD 数据 ， 直 接 快速 地 将 几何 模型 转换 成 有 限 元 模型 。Strand 7 的 高 
效 求解 器 可 在 几 十 分 钟 内 完成 具有 数 百 万 自由 度 模 型 的 分 析 计 算 ， 从 而 在 计算 机 上 就 可 以 
对 体育 场馆 、 超 高 层 建筑 、 车 体 、 大 型 机 械 等 大 型 结构 进行 准确 的 三 维 模拟 ， 使 结构 设计 
更 合理 、 更 可 靠 。 其 应 用 领域 包括 土木 工程 、 岩 土工 程 、 结 构 工程 、 机 械 工 程 、 交 通 工 
程 、 重 工业 工程 、 材 料 处 理工 程 、 航 空 工程 、 汽 车 工程 等 。 

9. FEPG 


北京 飞 第 软件 有 限 公 司 开发 的 有 限 元 程序 自动 生成 系统 FEPG (Finite Element Pro- 
gram Generator) 是 一 套 有 限 元 分 析 和 计算 机 辅助 工程 分 析 (CAE) 的 软件 平台 。 用 户 只 需 
输入 有 限 单元 法 所 需 的 各 种 表达 式 和 公式 ， 即 可 由 FEPG 自动 产生 所 需 的 全 部 有 限 元 计算 
的 源 程序 ， 包 括 单元 子 程序 、 算 法 程序 等 ， 免 去 了 大 量 的、 烦琐 的 有 限 元 编程 劳动 ， 保 证 
了 程序 的 正确 性 和 统一 性 。FEPG 的 开发 思想 是 采用 元 件 化 的 程序 设计 方法 和 人 工 智 能 技 
术 ， 根 据 有 限 单 元 法 统一 的 数学 原理 及 其 内 在 规律 ， 以 类 似 于 数学 公式 推理 的 方式 ， 由 微 
分 方程 表达 式 和 算法 表达 式 自 动产 生 有 限 元 源 程 序 。 
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本 章 小 结 


本 章 主要 介绍 了 有 限 单元 法 的 基本 思想 ， 有 限 单元 法 的 发 展 过 程 和 发 展 趋势 ， 有 上 
限 单元 法 的 基本 分 析 过 程 及 其 应 用 ， 并 对 目前 常用 的 一 些 有 限 单元 法 分 析 软 件 进行 了 | 
介绍 。 有 限 元 方法 的 基本 思想 是 先 化 整 为 零 ， 再 集 零 为 整 。 有 限 单元 法 从 出 现 至 今 不 上 
过 70 多 年 的 历史 ， 人 
技工 作者 进行 科学 研究 、 解 决 工程 技术 问题 的 强 有 力 的 工具 。 


有 限 单元 法 的 分 析 过 程 包括 结构 物 的 离散 、 单 元 分 析 、 整 体 分 析 三 步 。 
| 
和 单元 划分 ,后 处 理 部 分 主要 是 对 计算 结果 进行 处 理 ， 以 图 形 或 动画 的 形式 显示 
结果 。 


1.1 简 述 有 限 单元 法 的 基本 思想 。 
1.2 简 述 有 限 单元 法 的 基本 分 析 过 程 。 
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教学 目标 


TR 


本 章 主 要 讲述 连续 体 结 构 有 限 单元 法 分 析 的 基本 原理 ， 包 括 平 面 问题 、 空 间 问 题 、 空 
间 轴 对 称 问题 和 等 参 单 元 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 


(1) 了 解 位 移 函 数 应 满足 的 条 件 。 
(2) 掌握 单元 分 析 的 基本 过 程 。 
(3) 掌握 整体 分 析 的 方法 。 

(4) 掌握 约束 条 件 的 处 理 方法 。 


(5) 能 够 运用 计算 机 语言 编制 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 计算 程序 。 


”教学 要 求 


知识 要 点 


(1) 了 解 有 限 单 元 法 分 析 的 基本 步 又 
分 析 过 程 


忆 卡 


问题 有 
析 


(4) 党 分 析 的 方法 
(5) 掌握 约束 条 件 的 处 理 方 法 


(1) 了 解体 积 坐 标的 表示 方法 

(2) 掌握 空间 轴 对 称 单 元 分 析 

(3) 掌握 空间 四 面体 单元 的 分 析 

(4) 掌握 空间 正六 面体 单元 的 分 析 
(5) 了 解 其 他 高 阶 单 元 形 肖 数 的 构造 


空间 问题 有 
限 元 分 析 
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(1) 了 解 等 参 单 元 的 概念 
(2) 掌握 坐标 变换 方法 


(1) 了 解 Newton - Cotes 积分 方法 
(2) 掌握 高 斯 积分 方法 


(3) 平面 等 参 单 元 
《4) 空间 轴 对 称 等 参 单元 


(1) Newton - Cotes 积分 方法 
(2) 高 斯 积分 方法 


a, 片 
态 基本 概念 


位 移 函 数 、 形 函数 、 面 积 坐 标 、 体 积 坐标 、 等 参 单元 、 数 值 积分 、 刚 度 集 成 法 。 
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在 工程 实际 中 经 常 需要 对 比较 复杂 的 结构 进行 分 析 ， 以 了 解 结构 物 在 特定 荷载 作用 下 
的 变形 和 应 力 分 布 情况 ， 为 工程 设计 和 材料 选择 提供 依据 。 这 种 分 析 通 常 是 基于 有 限 单元 
法 进行 的 。 那 么 如 何 将 一 个 复杂 的 结构 体 离 散 成 有 限 个 单元 呢 ? 通常 我 们 需要 根据 实际 情 
况 选 择 不 同 的 单元 类 型 ， 经 常用 到 的 平面 单元 有 三 角形 单元 、 抵 形 单元 、 直 四 边 形 等 参 单 
元 、 曲 四 边 形 等 参 单元 等 ; 而 空间 问题 的 单元 有 四 面体 单元 、 正 六 面体 单元 以 及 对 应 的 等 
参 单元 ; 对 于 轴 对 称 问 题 同 样 有 三 角形 单元 、 逢 形 单元 以 及 四 边 形 等 参 单元 等 。 同 一 个 问 
题 可 以 选择 不 同类 型 的 单元 进行 分 析 ， 其 计算 精度 也 会 不 一 样 。 实 际 中 我 们 必须 根据 多 方 
面 的 因素 来 选择 单元 类 型 。 


| 2.1 概 述 


2.1.1 有 限 单元 法 的 分 析 步 又 


有 限 单元 法 的 基本 思想 是 将 一 个 连续 的 求解 区 域 离散 成 有 限 个 形状 简单 的 单元 ， 单 元 
之 间 通 过 结 点 相连 ， 以 结 点 的 某 个 物理 参数 (如 结构 分 析 中 的 位 移 、 热 分 析 中 的 温度 ) 作 为 
基本 未 知 量 进行 求解 分 析 。 首 先 了 解 一 下 有 限 单元 法 分 析 问 题 的 基本 步 又。 

第 一 步 ， 对 结构 物 进行 离散 化 ， 划 分 为 有 限 个 单元 。 根 据 分 析 对 象 和 求解 精度 的 不 
同 ， 需 要 选择 不 同类 型 的 单元 。 有 限 单元 法 分 析 的 基本 单元 有 以 下 几 种 情况 : 一 维 单元 、 
二 维 单 元 、 三 维 单元 (图 2. 1) 。 其 中 一 维 单元 主要 用 于 杆 系 结构 的 分 析 ， 主 要 有 2 结 点 和 
3 结 点 两 种 类 型 的 单元 ;二 维 单元 主要 用 于 平面 连续 体 问 题 分 析 ， 其 单元 形状 通常 有 三 角 
形 和 四 边 形 ;， 三 维 单元 主要 用 于 空间 连续 体 问 题 分 析 ， 主 要 有 四 面体 和 六 面体 两 种 形状 。 
单元 划分 的 多 少 ， 则 需 根据 求解 问题 的 精度 和 计算 效益 来 决定 。 对 于 线性 静 力 分 析 ， 单 元 
划分 得 越 多 ， 则 精度 越 高 ， 但 所 需要 的 计算 费用 也 随 之 越 高 。 但 对 于 非 线 性 分 析 ， 单 元 的 
多 少 还 涉及 求解 的 收敛 问题 ， 并 不 是 单元 越 多 精度 越 高 。 因 为 单元 太 多 有 可 能 引起 求解 时 
不 收敛 。 此 外 ， 单 元 划分 时 应 注意 各 边 长 度 尽量 相等 。 

第 二 步 ， 对 各 结 点 和 单元 进行 编码 。 在 对 单元 进行 划分 完 后 ， 为 了 便于 编程 计算 ， 必 
须 按 一 定 的 规律 对 各 结 点 和 单元 进行 编码 。 通 常 对 结 点 的 编码 以 自然 数 1、2、3… 表 示 ， 
而 对 单元 采用 中 、 避 、@… 表 示 ， 编 码 时 每 个 单元 的 结 点 编号 尽量 连续 。 如 图 2. 2 所 示 为 
连续 体 的 网 络 划 分 。 

第 三 步 ， 建 立 坐 标 系 。 我 们 知道 ， 求 解 任何 力学 问题 都 必须 建立 坐标 系 ， 各 种 矢量 
《如 位 移 、 力 、 力 矩 等 ) 的 正 负 只 有 在 特定 的 坐标 系 下 才 有 意义 。 离 开 特定 的 坐标 系 ， 各 种 
矢量 只 有 方向 的 区 别 ， 而 不 能 谈 正 负 的 概念 。 因 此 进行 有 限 元 分 析 时 ， 对 于 整个 系统 ， 我 
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_ 们 必须 建立 整体 坐标 系 ， 通 常 以 Ozy 表示 。 结 点 的 位 置 以 坐标 来 表示 。 

第 四 步 ， 对 已 知 参 数 进 行 准 备 和 整理 。 对 于 各 单元 ， 如 杆 单元 需要 准备 的 数据 包括 单 
元 截面 积 A、 单 元 长 度 1、 单 元 弹性 模 量 玉 、 单 元 前 切 模 量 G、 单 元 惯性 矩 了 等 。 二 维 单元 
需要 弹性 模 量 EE、 泊 松 比 yy、 单元 厚度 有 等 。 


一 个 上 人 仆 


三 角形 单元 矩形 单元 直 四 边 形 单元 
曲 四 边 形 单元 
三 角形 图 环 单元 


四 边 形 圆 环 单元 


wl 
正六 面体 单元 | 曲 六 面体 单元 
图 2.1 各 种 形状 的 单元 
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2.2 连续 体 的 网 格 划分 


第 五 步 ， 进 行 单元 分 析 ， 形 成 单元 刚度 和 矩阵。 通常 运用 虚 位 移 原理 或 最 小 势能 原理 来 
进行 单元 分 析 ， 建 立 单元 刚度 矩阵 ke 和 荷载 矩阵 Fe 。 

第 六 步 ， 进 行 整体 分 析 ， 形 成 整体 刚度 矩阵 玉 和 整体 荷载 矩阵 下 。 我 们 进行 单元 分 析 
的 最 终 目 的 是 要 对 结构 进行 整体 分 析 ， 因 此 必须 由 单元 特性 矩阵 构成 整体 特性 矩阵 。 

第 七 步 ， 引 入 边界 条 件 。 边 界 条 件 的 引入 可 以 使 问题 具有 解 的 唯一 性 ， 否 则 我 们 的 问 


\ 
eg 0 


题 就 是 不 适 定 的 。 

第 八 步 ， 求 解 方程 组 ， 计 算 结构 的 整体 结 点 位 移 和 矩阵 5， 并 进一步 计算 各 单元 的 位 移 、 
应 力 、 应 变 等 物理 量 。 

第 九 步 ， 对 计算 成 果 进 行 整理 、 分 析 ， 用 表格 、 图 线 示 出 所 需 的 位 移 及 应 力 。 大 型 商 
业 软 件 ( 如 ANSYS 等 ) 一 般 都 具有 强大 的 后 处 理 功 能 ， 由 计算 机 自动 绘制 彩色 云图 ， 制 作 
图 线 、 表 格力 至 动画 显示 。 


2.1.2 位 移 函 数 的 要 求 


将 连续 体 离 散 为 有 限 个 单元 的 集合 后 ， 通 常 以 结 点 的 位 移 作 为 基本 未 知 量 ， 以 离散 位 
移 场 代替 连续 位 移 场 。 连 续 体 内 实际 的 位 移 分 布 可 以 用 单元 内 的 位 移 分 布 函 数 来 分 块 近似 
地 描述 。 单 元 内 的 位 移 变 化 可 以 用 一 个 函数 来 表示 ， 这 个 函数 称 为 单元 位 移 函 数 ( 有 时 称 
为 单元 位 移 模 式 )， 即 单元 内 任意 点 的 位 移 通过 结 点 位 移 进 行 捅 值得 到 。 位 移 函 数 的 选取 
是 灵活 的 ， 一 般 选择 多 项 式 冰 数 作为 位 移 浮 数 。 在 选择 多 项 式 时 ， 为 了 使 有 限 单元 法 的 计 
算 精度 和 收敛 性 得 到 保障 ， 位 移 函 数 需 要 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 位 移 函 数 必须 能 反映 单元 的 刚体 位 移 ， 

(2) 位 移 函 数 必须 能 反映 单元 的 常量 应 变 ; 

(3) 位 移 函 数 应 尽 可 能 地 反映 位 移 的 连续 性 。 

其 中 (1) 和 (27 称 为 完备 性 条 件 ， 这 是 所 有 单元 位 移 函 数 都 必须 满足 的 两 个 条 件 ， 
《3) 称 为 协调 性 条 件 ， 满 足 此 条 件 的 单元 称 为 协调 单元 ， 否 则 称 为 非 协调 单元 。 此 外 ， 因 
为 坐标 变量 与 我 们 建立 的 坐标 系 有 关 ， 因 此 选择 位 移 函 数 还 必须 考虑 坐标 变量 的 对 称 性 。 

根据 上 述 位 移 函 数 的 要 求 ， 一 般 按 照 帕 斯 卡 (Pascal) 三 角形 (图 2. 3) 来 选择 多 项 式 的 阶 数 。 


妇 xy 


YN Ny Sp 
El 2 
A 八代 人 六 八 


图 2.3 平面 和 空间 单元 多 项 式 选择 顺序 


对 于 二 维 单元 ， 其 位 移 函 数 形 式 如 下 : 
uU—=a1 十 qsX 十 Qsy 十 a4x 十 as XYy 十 ae yy 十 … 
v= 二 bez bayTbr! bs rytbey 二 (2—1) 
对 于 三 维 单元 ， 其 位 移 函 数 的 形式 如 下 : 
4 一 QI 十 azz 十 dsy 十 adz 十 as 十 as 如 十 ay 于 十 aszy 十 aeyz 十 aioz 十 … 
v=b bro yb zt os zx Tbey Tore 二 Tbe rytbs yztbiozz**: 
记 一 ci 十 ceZ 十 cy 十 cz 十 cs 好 十 cg 网 十 cy722 十 cgszy 十 ceyz 十 clozZ 十 … (2-2) 
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| 2. 2 平面 3 结 点 三 角形 单元 


平面 3 结 点 三 角形 单元 是 求解 平面 连续 体 问 题 的 一 种 最 简单 的 单元 ， 它 以 三 角形 的 三 
个 顶点 作为 结 点 ， 对 边界 的 适应 性 较 强 。 这 种 单元 本 身 的 计算 精度 较 低 ， 使 用 时 需要 较 细 
的 网 格 ， 但 仍然 是 一 种 较为 常用 的 单元 。 通 过 这 种 单元 ， 可 以 很 好 地 理解 有 限 单元 法 的 本 
质 特征 ， 下 面 对 这 种 单元 进行 分 析 。 


2.2.1 单元 位 移 函 数 


如 图 2. 4 所 示 的 平面 3 结 点 三 角形 单元 ， 结 点 i、j、m 的 坐标 分 别 为 (zx;，y;)、(z)， 
六 )、(《zm， Ym)。 结 点 位 移 分 别 为 wi、vi、wy、 刀 、um、vm。 记 单元 的 结 点 位 移 和 矩阵 8@ 和 
结 点 荷载 矩阵 Fe 为 : 

60=[u 四 (2-3) 
FO=[F, F; F, 下 已， 下 (2-4) 
根据 位 移 晒 数 应 满足 的 条 件 ， 选 取 3 结 点 三 角形 
单元 的 位 移 函 数 如 下 : 
U=Q1 十 azXx 十 asy 
v= 十 bsX 十 bsy 
式 中 ， ai、 az、 as、 b1、 bz、 2 为 待定 系数 。 将 3 个 结 
点 i、j、m 的 坐标 和 结 点 位 移 分 别 代 人 式 (2- 5) 就 可 
以 将 六 个 待定 系数 用 结 点 坐标 和 结 点 位 移 分 量 表示 
出 来 。 

如 将 水 平 位 移 分 量 和 结 点 坐标 分 别 代 和 人 式 (2- 5) 

中 的 第 一 式 ， 得 到 ， 图 2.4 平面 3 结 点 平面 三 角形 单元 


| 一 QI1 十 azdi 十 aa y: 


(2-5) 


wi =Q1 二 azz; TasYy; 


za 一 Cl +az zm a3 ym 


Ui 1 zr yi]fa 
mn 1 Tm Ym 3 
1 Ti yi 


设 det l zj » 二 2A，A 为 三 角形 单元 的 面积 。 注 意 为 了 避免 出 现 A<0 的 情况 ， 
| 
三 个 结 点 的 排列 顺序 必须 与 坐标 系 的 旋转 方向 一 致 。 由 式 (2- 6) 可 以 得 到 : 


写成 矩阵 形式 ， 有 ， 
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al 1 zx yi fu 

= ! X; Yi 四 (2-7) 
3 1 Xn Ym 


同 理 ,， 将 竖 向 位 移 和 结 点 坐标 代入 式 (2 - 5) 中 的 第 二 式 ， 可 以 得 到 ， 
bi 一 rv, 
a | we 
3 1]” Wh. Um 
将 式 (2-7)、 式 (2- 8) 代 入 式 (2- 5) 整 理 后 可 得 : 
x 一 区 [Ca;tbiz tey ut Ca;tbzr tey ut Cantbnz cmy) um | 


1 Zi yi 
1 x; yj 


(2-9) 
"一 去 [Catbrtcay) vt Ca tbr tcy) Yt ant bnT tcny) vn] 


其 中 系数 ai 二 zjyn 一 znyj， bi; = yj;— Ym; ci 一 一 Zj 十 zxm( 下 标 i>] >m—i 轮换 ) 。 设 


N 一 去 (or 十 bz 十 cy) rs (2-10) 
可 得 ; 
Ui 
Ui 
N 0 N, 0 N, 07” 
u i 了 m Re 
El N 0 N 0 | " ee 
Um 
Um 
即 单元 的 位 移 函 数 可 以 简写 成 ， 
de 一 Nie (2- 12) 
通常 把 NN 称 为 形 函 数 矩 阵 ，N, 称 为 形 函 数 。 根 据 形 函 数 的 定义 ，N. 具 有 以 下 性 质 ， 
(1) N.C Bs 
r(Xs» Ys G2 r, 5—=i, j» m 


(2) N(x, y+HN;Cr, y+ N(x, y)=1 
例 2-1 如 图 2.5 所 示 三 角形 单元 ， 求 其 形 函 数 和 矩阵 N。 

解 : 由 a; 二 zjyn 一 Xnyj， bb 二 Yj 一 Ym Ci 一 Xm 一 Tj 
7 在 公式 中 轮换 下 标 可 以 计算 得 : 


Qi—=Zzym— Xnyj;—=0XO0—0Xa=0, b=y;— yn—=a—0=a, 


辆 ci 一 Zn 一 已 一 0 一 0 一 0 
di 一 ayi 一 Ziym 一 0X0 一 4X0 一 0， 太 一 加 一 洲 二 0 一 0 一 0， 


m i 
(0,0) (a,0) an—Zxiyj zy —=aXa—0XO0=a, b=y—y—=0—a=—a 
图 2.5 三 角形 单元 人 一 站 
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2 
三 角形 面积 为 :A 一 人 
形 函 数 为 : 
Ni 一 二 (ws 十 pz 十 cy) 一 点 (0+az 十 0) 一 三 
1 1 
记 一 天 (十 bx 十 Gy) 一 二 (0 十 0 十 ay) 一 之 
过 


1 1 
N, FA (am 十 por 十 cny) = (a 一 az 一 4y) 一 人 


则 形 函 数 和 矩阵 为 : 


2.2.2 单元 应 变 场 


钊 2 章 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


根据 单元 位 移 函 数 表 达 式 (2 - 11)， 由 位 移 与 应 变 的 关系 ， 可 以 得 到 单元 的 应 变 场 表 


达 式 为 ， 

zi 
Hm 

a ed 
Ov a Hk ui 
E | ay | ee | 也 
加 do i b:; Cj b; Cm bn > 
ay gar ” 
-Um 

记 为 ; 


8 一 BO9 
其 中 ,如 矩阵 称 为 几何 矩阵 ， 它 可 以 表示 为 分 块 矩 阵 的 形式 : 
B=[B. B, B,, | 


b, 0 
其 中 ， s- 南 |。 | (r=i, J, m) 
r b, 


2.2.3 单元 应 力 场 


根据 应 力 与 应 变 的 关系 及 式 (2 - 14)， 可 以 得 到 单元 的 应 力 场 表达 式 为 ; 
o=Be=DB6 =S69 


其 中 $ 二 DB 为 应 力 和 矩阵，D 称 为 弹性 矩阵 ， 对 于 弹性 力学 平面 应 力 问 题 ， 有 


(2-13) 


(2—14) 


(2—15) 


(2-16) 


| 
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1 AH 0 
qs 2 (2- 17) 
将 应 力 挺 阵 表示 为 分 块 抢 阵 的 形式 ， 有 
4 一 LS; Ss; S, | (2—- 18) 
其 中 ， 
这 Acr 
5 一 DB, 一 5 Hb er (r=i, j, m) (2- 19) 
RN ee 


PE 
对 于 弹性 力学 平面 应 变 问题 ， 只 需 将 记 换 为 3， 换 为 -和 >， 本 书 以 后 只 讨论 平 
应 力 问题 ， 对 于 平面 应 变 问题 的 处 理 类 似 。 
由 式 (2- 13)、 式 (2 - 19) 可 以 看 出 ，3 结 点 三 角形 单元 内 任意 一 点 的 应 变 和 应 力 都 只 
与 B 有 关 ， 而 B 中 的 元 素 又 只 与 (zi，y) 相 关 ， 所 以 他 们 是 常 系数 。 因 而 求 出 的 B 和 5 
为 常 系数 矩阵 ， 不 随 z，y 变化 ， 即 三 角形 单元 在 单元 内 任意 一 点 的 应 变 和 应 力 都 相同 。 


因此 ，3 结 点 三 角形 单元 称 为 常 应 变 单 元 。 在 应 变 梯 度 较 大 的 部 位 ， 单 元 划分 应 适当 密 
集 ， 否 则 将 不 能 反映 应 变 的 真实 变化 而 导致 较 大 的 误差 。 


2.2.4 单元 刚度 矩阵 


进行 单元 分 析 的 主要 目的 是 得 到 单元 的 刚度 和 矩阵， 得 到 单元 刚度 矩阵 的 方法 通常 可 以 利用 
虚 位 移 原 理 或 极 小 势能 原理 。 下 面 我 们 利用 虚 位 移 原 理 来 导出 3 结 点 三 角形 单元 的 刚度 矩阵 。 
设 结 点 产生 的 虚 位 移 为 ， 
A6®= [Au Av Au Au Aun Avj' 
则 单元 上 任意 一 点 的 虚 位 移 为 : 
Ade 一 NA8e 
单元 上 任意 一 点 的 虚 应 变 为 : 
Ag 一 了 AD@ 
单元 的 虚 应 变 能 为 : 
AU= | srcdy = | AierBrpBiedy = Aier| BrDpBdyie 


若 单 元 体内 部 作用 有 体积 力 p,， 单 元 边界 上 作用 有 面 力 p,， 加 上 单元 的 结 点 荷载 ， 这 
些 外 力 所 做 的 虚 功 为 ， 


AW = AperFe — | Adarmdv 二 | adrp.dS 
= AberF9 十 | .AierNrpudV 十 | AierNrpads 


= Aier( 梧 十 | Nrpuday 二 | Nrpds) 
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根据 虚 位 移 原理 虚 功 方程 ， 外 力 所 做 的 虚 功 等 于 虚 的 应 变 能 ， 即 AU 一 AW， 有 


Aber| BTDBdVie — Aier(T9 十 | Arpdy 十 | Nrp,ds) (2 - 20) 
由 于 结 点 虚 位 移 的 任意 性 ， 有 
| .BrDBdve® = F? +| N'p.dV + | Nrpds (2- 21) 
V V Ss 
记 
| arpBav 一 1 (2 -22) 
F® 十 | Arpvay 十 | Nrpsds 一 FE? 十 有 = Fe@ (2 23) 


则 式 (2- 21) 可 写 为 ; 
HK96e =F® (2 — 24) 
上 式 即 为 描述 单元 荷载 和 结 点 位 移 之 间 关 系 的 平衡 方程 ， 其 中 Ke 称 为 单元 刚度 矩阵 ， 
称 为 单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 在 3 结 点 等 厚 三 角形 单元 中 B 和 D 的 分 量 均 为 常量 ， 则 
单元 刚度 矩阵 可 以 表示 为 : 


Ke 一 BIDBAA (2-25) 
其 中 ，h、A 分 别 为 单元 的 厚度 和 面积 。 单 元 刚度 矩阵 可 以 表示 为 分 块 矩 阵 的 形式 ， 
es kj; 四 (2 — 26) 
m Ks Km 


其 中 ， 


i ki, 
k,—BIDB,=| "| (r, s=i, j, m) 


Yo Dy 


对 于 平面 应 力 问题 ， 其 刚度 矩阵 的 显 式 为 : 


52, 十 :pcrc， bcst scb, 
(7r, s=i, j, m) (2—27) 


pectbst tebe ccst L306, 


对 于 平面 应 变 问题 ， 只 需 将 换 为 7 二 ,4 换 为 和。 


2.2.5 单元 刚度 矩阵 的 性 质 


从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 具有 以 下 的 性 质 : 

(1) 单元 刚度 矩阵 / 为 对 称 和 矩阵 。 

(2) 单元 刚度 矩阵 k® 中 的 每 个 元 素 代表 单位 杆 端 位 移 引 起 的 杆 端 力 。 如 &,s 表示;s 结 ， 
点 在 工 方向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 + 的 z 方向 上 需要 施加 的 结 点 力 。 

(3) 一 般 单 元 的 单元 刚度 矩阵 ke 是 奇异 矩阵 ， 它 的 元 素 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 即 
detk® 一 0。 根据 奇异 矩阵 的 性 质 ，j@ 没 有 逆 和 矩阵 。 也 就 是 说 ， 如 果 给 定单 元 结 点 位 移 89， 
根据 式 (2- 24? 可 以 求 出 结 点 荷载 F@ 的 唯一 解 ， 但 反 过 来 ， 如 果 已 知 结 点 荷载 FS ， 则 不 
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> | 
ei 


能 根据 59 = (ke@) :Fe@ 来 确定 杆 端 位 移 8e 的 唯一 解 。 因 为 单元 无 任何 约束 ， 因 此 除 单元 自 
身 变 形 外 ， 还 可 以 发 生 任 意 的 刚体 位 移 。 
(4) 单元 刚度 矩阵 ke 具有 分 块 的 性 质 ， 即 可 以 用 子 和 矩阵 表示 Kk， 如 式 (2 -26) 所 示 。 


2.2.6 等 效 结 点 荷载 的 计算 


有 限 单元 法 分 析 时 只 考虑 作用 在 结 点 上 的 荷载 ， 因 此 如 果 在 单元 上 作用 有 荷载 ， 必 须 
将 其 移 置 到 结 点 上 成 为 等 效 结 点 荷载 。 根 据 圣 维 南 原理 ， 进 行 移 置 时 只 要 遵循 静 力 等 效 的 
原则 ， 就 只 会 对 应 力 分 布 产 生 局 部 影响 。 如 果 单元 划分 越 来 越 密 ， 这 种 影响 会 逐步 降低 。 
所 谓 静 力 等 效 是 指 原 荷载 与 等 效 结 点 荷载 在 虚 位 移 上 所 做 的 功 相等 。 

1. 集中 力 的 移 置 

车 单元 上 A(x，y) 点 作用 有 集中 荷载 0 一 [Q， Q,]"， 如 图 2.6 所 示 ， 则 其 等 效 结 点 
荷载 为 

FB—N'Q 

2. 分布 体力 的 移 置 

如 图 2. 7 所 示 ， 在 均 质 、 等 厚 的 三 角形 单元 ijm 内 作用 有 分 布 体力 p, 一 [pp,]"， 
由 式 (2 - 23) 可 得 其 等 效 结 点 荷载 为 : 


Tt T 
F® | psdV a| N p.dA 


0 口 
图 2.6 三 角形 单元 上 的 集中 力 移 置 图 2.7 三 角形 单元 上 的 分 布 体力 移 置 


例如 三 角形 单元 ijm 受到 分 布 体力 是 沿 y 轴 负 方向 的 重力 荷载 ， 即 p, 二 [0 一 7]"， 
这 里 > 为 容重 ， 则 其 等 效 结 点 荷载 为 : 


N: 0 N, 0 NO0TTro0 
=h| NTpdA =h | | | ja 
理 攻 P | 0 N 0 N 0 Nl—y 


=—h|ALo Ny0 Ny 0 NayJ'dA 


其 中 ， 


waa =|| 2 十 pz 十 ciy)dA 


= 直 [cA 十 phAze+chy] 一 A 让 (十 pze 十 coe) — 3A 
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同 理 ，Fy 一 一 言 7YAh，F, 一 一 诗 YAh。 因 此 其 等 效 结 点 荷载 为 : 


FR- 一 专 YAh [ro 1 0 1 0 


3. 分 布 面 力 的 移 置 
设 在 等 厚 的 三 角形 单元 ijm 的 边 上 分 布 有 面 力 p, 一 Lp< zw] ， 同 样 可 以 得 到 其 等 
效 结 点 荷载 为 ， 


F® 一 | Nas = a| NTpsdl 
如 图 2.8Ca) 中 ,地 边 上 作用 有 洛 z 方向 按 三 角形 分 布 的 荷载 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 


中 -于 [于 oo0 呆 


式 中 ， 己 为 本 边 的 长 度 。 
如 图 2.8(b) 中 ，jm 边 上 作用 有 沿 工 方向 均 布 面 力 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 ; 


FR =ghli,| 0 0 序 2 of 


式 中 ，iim 为 jm 边 的 长 度 。 


了 


(a) 三 角形 分 布 荷载 也) 均 布 荷载 


2.8 三 角形 单元 上 的 分 布 面 力 移 置 


2.2.7 单元 分 析 的 有 关 计算 困 数 


运用 C/C++ 语言 编写 有 关 平 面 3 结 点 三 角形 单元 的 计算 函数 ， 本 部 分 程序 由 两 大 部 
分 组 成 ， 一 部 分 是 基本 程序 ， 本 书 所 有 程序 都 可 以 调用 的 函数 ， 包 括 分 配 和 释放 二 维 数组 


1 
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内 存 的 函数 、 和 矩阵 乘法 和 转 置 的 计算 函数 ， 另 一 部 分 是 专门 针对 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 
程序 ， 包 括 几 何 矩 阵 、 弹 性 和 矩阵、 应 力 和 矩阵、 单元 刚度 矩阵 的 计算 函数 。 


1. 分 配 和 释放 二 维 数组 内 存 的 函数 


fioat**Alloc2Float (int ni, int n2) 


输入 :nl1: 二 维 数组 的 第 一 维 ,aLn1][n2] 
n2: 二 维 数组 的 第 二 维 ,aLn1][n2] 
返回 :指向 二 维 数组 空间 的 二 维 指针 


int i,size; 
void**al; 
if(n2<=0) n2=n1; 
Size=sizeof (float); 
al= (voidx* )malloc (nl* sizeof (void* ));} 
al[ 0]= (void* )}malloc (nl* n2* size); 
for (i=0;i<nl;it++) 
al[il]= (char* )al[ 0]+size*n2*i; 


return (float**)al; 


void free2float (float **p) 
{ 

free (pL0]); 

free(p); 
} 


2. 撼 阵 乘 法 和 转 置 的 计算 函数 


void MatrixMul (float**a,float**b,float**c,int n,int k,int m) 


a: 二 维 数 组 ,a[nj[kj 

b: 二 维 数组 ,bLkjLmj 

n: 第 一 个 矩阵 的 行 数 

m: 第 二 个 矩阵 的 列 数 

k: 第 一 个 矩阵 的 列 数 .第 二 个 和 矩阵 的 行 数 
输出 : 


DP AA 
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c: 二 维 数组 ,cLnjLmj] 


int i,j,1; 


for (i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<m;j++}{ 
cLij[jjJ=0.0; 
for (l=0;1<k;1++)1{ 
cLi]Lj]+=aLifljxbLl]C5]; 


Vvoid MatrixTran (float**a,float**b,int n,int m) 


a: 二 维 数组 ,a[n][m] 
n: 和 矩阵 的 行 
m: 和 矩阵 的 列 数 
输出 : 
pb: 二 维 数组 ,存放 转 置 后 的 矩阵 ,bLmj[n] 


int i,j; 


for (i=0;i<n;it++)t 
for (j=0;j<m;j++)1{ 


bLj][ij=alLij[j]; 


} 
3. 几何 和 矩阵 的 计算 程序 


连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


void Plane3Node B (float xi,float yi,float xj,float yj,float xm, float ym, float **B) 


输入 : 
Xi yi,xj,yj, xm ym: 分 别 为 三 个 结 点 的 坐标 


| 
i a 0 EC 


输出 : 
B: 二 维 数组 ,存放 几何 矩阵 ,BL3jL6], 调 用 该 程序 前 B 必须 分 配 内 存 


int i,j; 
float aji,aj,am,bi,bj,bm,ci,cj,cm; 
float A2; 
Aai=xj* ym xm* yj;aj=xm* yi ~ xi*ym;am=xi*yj ~ xij*yi; 
bi=yj ~ ym; bj=ym” yi; bm= yi yj; 
Ci=- xj+xm; Cj=- xmt xi; cm=” XiI+X] 7 
A2=ai+aj+am; 
for(i=0;i<3;i++)t{ 

for (j=0;j<6;j++) BLiJLjJ=0. 0; 
} 
BLOJLO]=bi/A2; BLOJL2]=bj/A2; BLO]L4]=bm/a2; 
BL1JL1]=ci/A2; BL1JL3]=¢cj/A2; BLIJL5]= cm/R2; 
BL2][0]=ci/A2; BL21[2]=cj/A2; BL2jL4]=cm/RA2， 
BL2J[11=bi/A2; BL2J][3]=bj/A2; BL2]L5]=bm/a2; 

} 


4. 弹性 矩阵 的 计算 程序 


void plane elastic matrix(float E,float mu,float**D,int flag) 


也 :弹性 模 量 
mu: 泊 松 比 
flag:>0 平面 应 力 问题 ;<= 0 平面 应 变 问 题 
输出 : 
D: 二 维 数 组 ,存放 弹性 矩阵 ,BL3][3], 调 用 该 程序 前 D 必须 分 配 内 存 


int i,j; 


float El,mul,coef; 


if (flag>0){ // 平面 应 力 问 题 


El=E; 
mul=mu; 
Jelse{ // 平面 应 变 问 题 


El=E/ (1 -mu*mu)s; 
mul=mu/ (1 ~- mu); 


} 
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DLOlL0J=1. 0; DLOJ[1]=mul; DLOJL2J=0. 0; 
DL1] 0]=ma1; DL1JL1]=1. 0; DL1JL2J=0. 0; 
DL2][0]=0. 0; DL2][L1]=0. 0; PL2]L2]= (1- mul1) /2. 0; 
coef=El/ (1~- ml*mul); 
for (i=0;i<3;i++)1 
for (j=0;j<3;j++)DLil[j]*=coef; 
. 
} 


5. 应 力 甜 阵 的 计算 程序 


void Plane3Node S (float xi,float yi,float xj,float yj,float xm,float ym,float E,float 
mu,float **S,int flag) 


xiyyiyxjyyjrxmym: 分 别 为 三 个 结 点 的 坐标 

互 :弹性 模 量 

mu: 泊 松 比 

flag:>0 平 面 应 力 问题 ;<=0 平 面 应 变 问 题 

输出 : 

S: 二 维 数组 ,存放 几何 抢 阵 ,sSL3j[6], 调 用 该 程序 前 s 必须 分 配 内 存 


float**B=NULL; 
float**D=NULL; 


B=Alloc2Float (3,6); 
D=Alloc2Float (3,3); 
Plane3Node B (xi,yi,xj,yj,xm, ym,B); 
Plane3Node D(E,mu,D,f1ag); 
MatrixMul (D,B, 3,3, 6,5); 
Free2Float (B); 
Free2Float (D); 
} 


6. 单元 刚度 矩阵 的 计算 程序 


void Plane3Node ke (float xi,float yi,float xj,float yj,float xm, float ym, float 已 0， 
float mud, float h,float**ke,int flag) 


1 
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输入 : 
xi,yi: 单 元 i 结 点 Xsy 坐标 
xj1yj: 单 元 j 结 点 xyy 坐标 
am ym: 单 元 m 结 点 x,y 坐标 
E0: 材 料 弹性 模 量 
Mu0 : 泊 松 比 
h: 单 元 厚度 


flag:>0 平 面 应 力 问题 ;<=0 平 面 应 变 问 题 


int i,j; 

float tmp,mu2; 
float bi,bj ,bm,ci,cy,cm; 
float E,mu, tmp; 

bi=yj~ ym; 
Ci=— Xj+xm; 


bj= ym yi; 
Cj=-xmt+ xi; 
DA= (bj* cm- bm* cj) /2. 0; 


bm= yi- yj; 


CME=— Xi+xj; 


if (flag>0){ // 平面 应 力 问 题 
E=E0O; mu=mu0O; 
Jelset // 平面 应 变 问 题 


E=E0/ (1-mu0* mu0); 
} 
mu2= (1. 0-mu) /2. 0; 
keLOj[0] = bi*bitmu2*ci*ci; 


xeL1j[0]= Woli]; 

keL0J[L2]= bi*bjtmu2* cix cj; 
keL1jL2]=mux cixlbjtma2* Di*cj; 
ke[ 0J][ 41= bi*bmt mu2* ci* cm; 
keL1jL4]=mux ci* bm m2* bix* cm; 
keL2]L2]= bj*bj+mu2*cj*cj; 
keL3][2]=xL2][ 3]; 

keL2jL4]= bj*hbmtm2* cjx om; 
keL3]L4]=mux cj* bmt mu2* bj* cm; 
ke[ 4][4]= bm* bmt mu2* cm* cm; 


ke[L5][4]= kL4][5]; 


tmp=E*h/ (A*A* (1- ma*mu)); 


for (i=0;i<6;i++){ 


mu=mu0/ (1- mu0); 


ke[0][1]=mu*bix ci+mru2* cixbiy //kii 
kxelLij1j= cix ci+rmu2xpixrjiy 
ke[0][3]=muxbix cj+mu2* ci*bj; //kij 
ke[1J[L3]= Cixcj+tm2*bix*bj; 
ke[L OJ[L5]= mu*bi*cemftmu2* ci*bmzy //kim 
ke[1][5]= Ci* cmt m2* bi*km; 
ke[ 2][L3]j=mu*bj*cj+m2* cj*bj; //kjj 
ke[3][3]= cj*cjtm2*bj*bj; 
ke[L2]L5]=muxpjx cmtmu2* cj*bm; //kim 
ke[L3][5j= cj*cmtmu2*bj*bm; 
ke[ 4][5]=ma* bm* cm+t mu2* cnxbm;  / /km 
ke[L 5][5]= Cmx cmt m2* bm* bmz 


for (j=i;j<6;j++)ke[i][j]=tmp* ke 1][j]; 


} 
for (i=1;i<6;i++){ 


TT TT 内 本 cgieoa Victsiontn iovwwavacannngaHasm 
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fcr (j=0;j<i;j++) keLi][Lj]=keLjjLi]; 


2.2.8 整体 分 析 


整体 分 析 的 目的 是 将 单元 分 析 得 到 的 结果 进行 综合 ， 得 到 整个 结构 的 平衡 方程 ， 包 括 
将 单元 刚度 矩阵 集成 为 整体 刚度 矩阵 ， 并 形成 整体 荷载 矩阵 。 

1. 整体 刚度 矩阵 

将 单元 刚度 矩阵 的 元 素 集成 到 整体 刚度 矩阵 之 中 通常 采用 刚度 集成 法 。 首 先 求 出 各 单 
元 的 贡献 矩阵 ， 然 后 将 它们 从 加 起 来 形成 整体 刚度 矩阵 。 但 这 样 处 理 在 实际 中 很 少 采用 ， 
因为 在 编程 过 程 时 需 先 将 各 单元 的 贡献 矩阵 储存 起 来 ， 而 
各 单元 贡献 矩阵 的 阶 数 与 整体 刚度 矩阵 的 阶 数 相同 ， 因 此 
占用 的 空间 非常 巨大 ， 不 利于 节约 资源 ， 并 且 在 实际 中 有 
可 能 耗 尽 所 有 的 资源 。 故 在 实际 中 并 不 是 采用 贡献 矩阵 
法 ,而 是 利用 各 单元 的 定位 数组 ， 采 用 “ 边 定 位 ， 边 累 
加 ”的 方法 。 

所 谓 单元 的 定位 数组 ， 就 是 将 单元 @ 的 结 点 位 移 编 码 
按照 结 点 顺序 排 成 一 行 形成 的 一 个 一 维 数组 。 如 图 2.9 所 0o 
示 的 三 角形 单元 ， 其 局 部 结 点 码 与 整体 结 点 编号 的 对 应 关 。 “图 2.9 局 部 结 点 码 与 整体 
系 为 ， i->3、j->6、m 一 1，1 号 结 点 位 移 码 为 1、2，3 号 结 点 编号 的 对 应 关系 
结 点 的 位 移 码 为 5、6，6 号 结 点 的 位 移 码 为 11、12， 则 单 
元 定位 数组 可 以 写成 如 下 的 形式 ，; 

me=(5 6 11 12 1 2) 
设 上 述 单元 对 应 的 单元 刚度 矩阵 和 定位 数组 的 元 素 表示 成 如 下 的 形式 ， 
5 6: 11 12i:1 2 


Rt rE YH ERP 


de 


kez :kes kss : kos Re 2 


则 单元 刚度 下 阵 的 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 可 以 根据 定位 数组 确定 :右边 的 定位 数组 
元 素 确 定 了 该 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 所 处 的 行 号 ,上 部 的 定位 数组 元 素 确 定 了 该 元 素 在 整 
体 刚度 矩阵 中 所 处 的 列 号 ,集成 时 将 该 元 素 累 加 到 整体 刚度 矩阵 中 对 应 元 素 上 。 上 述 单 元 
刚度 矩阵 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 对 应 关系 为 ， 
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人 一 开 s kKs : kB—Ksn kKs, : kR—Ks kB 一 Ks 
恕 >Ks 旭 >Ks 锡 一 Koa 旨 >Kow ;如 >Ka ， 龟 一 Ke 
kKi,s k=>K,s : kKi,n kh>Kin | . 全- 一 Ka k 昌 一 Ki,z 
兢 >Kws 多- 一 Ke | 全-Kea 全 -Ke KR 
kKis ka 一 Kis : kK k=Ki, : kK kK 
kD—Ks kB—K26 kKz kK : kKz, kB 一 Kz 
实际 计算 时 ,从 第 1 单元 开始 ,计算 其 单元 刚度 矩阵 ,根据 上 面 的 规则 将 其 元 素 累 加 到 
整体 刚度 矩阵 中 去 ,然后 进行 下 一 单元 的 计算 ,直至 最 后 一 个 单元 计算 完成 后 就 得 到 了 整个 
结构 的 整体 刚度 矩阵 。 下 面 是 将 单元 刚度 矩阵 集成 为 整体 刚度 矩阵 的 函数 ,注意 C/C++ 语 
言 的 数组 索引 号 是 从 0 开始 的 。 


void MakeAK (float** ke,int*me,int n,float**AK) 


输入 : 
ke: 整 体 坐 标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 keLnj[nj 
me :单元 定位 数组 me[m] ,位 移 编码 从 1 开始 


n :单元 刚度 和 矩阵 的 大 小 
输出 
RMK: 整 体 刚 度 矩 阵 AKLmj[Lm] 
a */ 
{ 
int 1,j; 
for (i=0;i<n;i++){ 
if (meLi]<=0) continue; 
for (j=0;j<n;j++){ 
if (me[j]<=0) continue; 
AK[LmeLi]-1J][me[j]-1+=ke[Li][j]; 
} 
} 
} 


从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 矩阵 中 的 四 个 元 素 婚 、 妨 、 克 、 旭 形 成 的 子 块 逢 
阵 应 在 整体 刚度 矩阵 中 依然 在 一 起 形成 子 块 矩阵 (其 他 元 素 具 有 类 似 形 式 )。 因 此 若 单元 刚 
度 矩 阵 用 分 块 矩 阵 的 形式 表示 ， 则 集成 时 可 以 一 次 将 子 块 景 加 到 整体 刚度 矩阵 对 应 的 子 块 
位 置 。 

如 图 2. 10 所 示 的 三 角形 板 划 分 为 四 个 3 结 点 三 角形 单元 ， 其 单元 结 点 的 局 部 编号 与 
整体 编号 的 对 应 关系 如 图 所 示 。 单 元 刚度 矩阵 写成 式 (2 - 26) 所 示 的 3X 3 的 子 块 矩阵 形 
式 ， 同 时 整体 刚度 矩阵 也 写成 子 块 矩 阵 的 形式 ， 本 例 中 其 大 小 为 6X6 的 子 块 ， 其 元 素 用 
K. 表 示 。 则 可 以 根据 单元 的 结 点 码 将 单元 刚度 矩阵 的 子 块 累加 到 整体 刚度 矩阵 的 对 应 子 
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tthe me song ere et ee een lee ete et ot mee 


块 上 。 如 第 中 单 元 的 刚度 矩阵 写成 如 下 形式 ，: 


3 1 2 
ks ks km]®3 
e-|* ky km| 1 
le ead 


则 称 阵 右边 的 结 点 码 确定 了 对 应 元 素 在 整体 刚度 和 天 
阵 中 所 处 的 行 ， 上 部 的 结 点 码 确定 了 对 应 元 素 在 整 
体 刚 度 和 矩阵 中 所 处 的 列 。 因 此 其 子 块 元 素 在 对 应 整 
体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 : 

kP Ks kK? —EKa Kk? —Ks 

KP—>Ks KK 一 Ki 

kD—>Kzs ko 一 下 2 kD,—Kz, 
第 久 、 加 、@ 单 元 的 刚度 矩阵 写成 如 下 形式 ，: 


5 2 4 5 3 2 6 3 5 
ks Kk; km]1®5 ks Kk; kn1?5 Kk: Kk; km1®06 
=|: ks | 2 es k; 3 -ls k; | 3 
4 2 5 


第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 ， 
k® 一 政 55 k? 一 下 52 k® 一 > 政 54 
KP—>Kss 1 一， Kk —K 
ka—>Ks KB >Ks Kk%,.—>K 
第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 ; 
KP—K:ss Kk?—K: 多 一 Ko 
Kk 一 下 35 k® Rs ke —K;; 
ko 一 政 25 AS 一 开 23 KE， —K,, 
第 @ 单 元 子 块 元 素 在 对 应 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 如 下 
kKP—>Kes 个 一 Ke ko—Kss 
KP——K:s 多 一 Ki 只 一 Ka 
全 一 天 5 大生 一 天 5 Kk®,—Kss 
这 样 ， 该 三 角形 板 的 整体 刚度 矩阵 为 ; 


1 2 3 4 5 6 
k? k2 k? 0 0 011 
kB KDRPTkKS kK2+kS ke k® 十 KB 0 |2 
k? Kk? +re kP+kO+kP 0 KS k@ |3 
0 1 0 Kk2, ke 0 |4 
0 Kk? +k? k++k® Kk® Kk?HkP+KD, Kk@|5 
0 0 k? 0 k® 大 由 | 6 
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2. 整体 刚度 矩阵 的 性 质 

1) 对 称 性 

由 单元 刚度 矩阵 的 对 称 性 和 整体 刚度 矩阵 的 集成 规则 ， 可 知 整体 刚度 矩阵 必 为 对 称 矩 
阵 。 利 用 对 称 性 ， 计 算 机 编程 计算 时 只 需 保 存 整体 矩阵 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 部 分 的 系数 即 
可 ， 从 而 可 使 存储 量 大 约 节省 一 半 。 

2) 奇异 性 

与 单元 分 析 类 似 ， 整 体 分 析 时 同样 没有 考虑 结构 的 约束 条 件 ， 因 此 其 整体 刚度 矩阵 依 
然 为 奇异 矩阵 ， 故 仍然 不 能 对 整体 刚度 方程 进行 求解 。 

3) 稀 朴 性 

当 结构 离散 为 单元 时 ， 就 某 个 结 点 而 言 ， 与 其 联系 的 结 点 数 总 比 结 点 总 数 少 很 多 。 所 
以 单元 刚度 和 矩阵 的 多 数 元 素 为 零 ， 非 零 元 素 的 个 数 只 占 较 小 的 部 分 。 

4) 带 状 性 

整体 刚度 矩阵 的 非 零 元 素 分 布 在 以 对 角 线 为 中 心 的 带 形 区 域内 ， 这 种 矩阵 称 为 带 形 矩 
阵 。 在 包括 对 角 线 元 素 的 半 个 带 形 区 域内 ， 每 行 具有 的 元 素 个 数 叫做 半 带 宽 ， 用 DD 表示 。 

D 一 (单元 结 点 编码 的 最 大 差 值 十 1) X 结 点 自由 度数 

利用 单元 刚度 矩阵 的 带 状 性 ， 可 以 进一步 节约 存储 空间 。 如 图 2. 11 所 示 的 网 格 划 分 相同 ， 
但 结 点 编号 不 同 ， 则 其 带宽 不 一 样 。 图 2. 11(a) 其 半 带 宽 为 6， 采用 二 维 等 带宽 数组 存储 
整体 刚度 矩阵 只 需要 的 二 维 数组 。 而 图 2. 11(b) 其 半 带 宽 为 1 0， 采用 二 维 等 带宽 数组 存储 
整体 刚度 矩阵 需要 16X 10 的 二 维 数组 。 因 此 对 结 点 进行 编码 时 要 尽量 做 到 各 单元 的 结 点 
编码 靠近 。 
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图 2.11 带宽 计算 


设 整 体 刚度 矩阵 六 为 一 个 nXn 的 矩阵 ， 最 大 半 带 宽 为 m。 进 行 存储 时 ， 把 整体 刚度 
和 矩阵 攻 每 行 中 的 上 半 带 元 素 取出 ， 保 存在 男 一 个 矩阵 K 的 对 应 行 中 ， 得 到 一 个 nXm 和 矩阵 
K*" 。 若 把 元 素 在 矩阵 中 的 行 、 列 编码 记 为 +-、s， 在 和 矩阵 K* 中 的 行 、 列 编码 记 为 r* 、 


si 


5 ， 对 应 关系 如 下 : 


r* 二 r,s* 二 s 一 ry 十 1 


3， 整体 荷载 矩阵 


整体 荷载 矩阵 由 两 部 分 荷载 组 成 ， 结 点 荷载 和 等 效 结 点 荷载 。 结 点 荷载 可 以 根据 荷载 
载 矩 阵 中 的 位 置 为 第 ?个 元 素 。 如 图 2. 12 所 示 的 结构 
作用 有 3 个 荷载 ， 则 其 整体 结 点 荷载 矩阵 为 : 


作用 的 结 点 位 移 方向 对 应 的 位 移 码 放 入 整体 荷载 矩阵 
1 
i 
FE=[0 000 P P000 -P00] ， 


中 ， 即 荷载 作用 在 第 = 个 位 移 方向 ， 则 该 荷载 在 整体 荷 
ON 人 
m i 3 
等 效 结 点 荷载 可 以 根据 定位 数组 将 其 元 素 累 加 到 让 四 
整体 荷载 垂 阵 中 。 设 单元 的 等 效 结 点 谷 载 是 阵 为 “上 ,| @ 
FES[ Pa Py PR Shy Fm om 一 人 es 


4 x 
其 单元 定位 数组 为 ; 

mm nm nm m ns ns) 图 2.12 整体 荷载 矩阵 计算 
则 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 元 素 在 整体 荷载 矩阵 中 的 位 
置 为， 


F.—FE(ni) F.—FE(n,) F,—Fe(ns) 
F,,—Fr(m) Fn—Fe(ns) F,mn—>FE(ne) 


如 图 2. 12 所 示 的 结构 在 24 边 上 作用 有 均 布 荷载 a， 设 其 边 长 为 /， 单 元 厚度 为 h， 则 其 等 
效 结 点 葵 载 为 : 
FR= [0 0 ghl/2 0 ghl/2 0J' 


单元 定位 数组 为 : 
MO 一 (9 10 3 4 7 8) 
故 其 整体 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
Fe=[0 0 gl/2 0 0 0 gql/2 .00 0 0 0]7 
整体 荷载 矩阵 为 ; 


F=Fs+Fs=[0 0 gl/2 0 P, P: gl/2 0 0 一 P，0 0]T 
4. 将 等 效 结 点 荷载 纸 阵 元 素 放 入 整体 荷载 给 阵 中 
将 等 效 结 点 荷载 矩阵 元 素 放 人 整体 荷载 矩阵 中 的 函数 如 下 : 


void MakeAF (float* fe,int*me,int n,float*AF,int rm) 


输入 : 
fe: 整 体 坐 标 系 下 的 单元 结 点 荷载 矩阵 feLn] 
me :单元 定位 数组 meLnoj ,位 移 编 码 从 1 开始 


1 
5 | 
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n: 单 元 结 点 荷载 矩阵 的 大 小 


int i; 


for (i=0;i<n;i++)t 
if (me[ i]<=0)continue; 


AF[ me[ i]-1]+=fe[i]; 


2.2.9 约束 条 件 的 处 理 


整体 刚度 矩阵 K 和 整体 荷载 矩阵 下 求 出 后 ， 就 得 到 整个 结构 结 点 荷载 与 结 点 位 移 之 
间 的 关系 式 : 

天 0 一 下 (2 一 28) 
显然 ,FF 中 结 点 力 的 个 数 和 排列 顺序 应 与 6 中 的 位 移 一 一 对 应 。 由 于 整体 刚度 矩阵 的 奇异 
性 ， 必 须 考虑 边界 约束 条 件 ， 排 除 刚体 位 移 ， 才 能 由 式 (2 - 28) 求 解 结 点 位 移 。 引 人 边界 
条 件 的 处 理 方法 通常 有 三 种 ， 对 角 线 元 素 改 1 法 、 乘 大 数 法 、 降 阶 法 。 

1， 对 角 线 元 素 改 1 法 

将 整体 刚度 方程 (2 - 28) 展 开 为 ， 
Ri Ri ** 
Ra Ra Ra °° kon| |z F, 


kl k,2 2 kr Er. km Ur EB 


m kz ky ee* ka lu) LF,J 
式 中 ，n 为 结构 的 总 自由 度数 。 若 第 ~ 个 自由 度 方向 的 位 移 分 量 已 知 ， 记 为 w* ， 则 将 整体 
刚度 矩阵 主 对 角 线 元 素 Ar 改 为 1， 第 > 行 和 第 > 列 的 元 素 其余 元 素 均 改 为 0; 同时 将 荷载 
和 矩阵 中 第 7 个 元 素 FF, 改 为 u;:， 其 余 元 素 在 原来 的 基础 上 减 去 kur (i 一 1，2,，…，n)。 用 


公式 表达 为 ， 
ye (i=7) 
F;= 
Fi—kur (ir7) 
/0 G7) 
= (i=7) 
修改 后 的 整体 刚度 方程 为 ， 


jy 


有 民间 元 半 


[Rn Rez 0 Ta [一 Ra 
kz kz 0 Ra U2 F, — kzus 


0 0 oe 1 a 0 wy, ur 


LR Ra … 0 … Ra LF,—kyur 

当 有 m 个 约束 条 件 时 ， 可 以 依次 进行 处 理 ， 最 终 得 到 整个 结构 的 整体 方程 进行 求解 。 
此 法 对 于 已 知 ur 二 0 的 情况 显得 比较 简单 ， 此 时 荷载 矩阵 只 需要 处 理 第 7 个 元 素 。 

2. 乘 大 数 法 

同样 ， 若 第 ~ 个 自由 度 方向 的 位 移 分 量 已 知 ， 记 为 w ， 则 在 整体 刚度 矩阵 主 对 角 线 
元 素 名 的 前 面 乘 以 一 个 非常 大 的 数 N(N=102 一 108)， 并 将 荷载 矩阵 中 第 > 个 元 素 F, 改 
为 Nkwu*， 整 体 刚度 矩阵 和 荷载 矩阵 的 其 余 元 素 不 变 。 修 改 后 的 整体 刚度 方程 为 ; 
ku kl ‘*"* ki … Ra] fu Fi 
kz kzz kz “kz | | ue F, 


kr kn 人 NE, EY km Ur Nk-u? 


Re 二 R | |, 下 
此 方法 修改 更 加 简单 ， 通 常 适应 于 已 知 位 移 约束 不 为 0 的 情况 。 
3. 降 阶 法 


若 第 个 自由 度 方向 的 位 移 分 量 为 0， 则 将 整体 刚度 矩阵 第 > 行 和 第 > 列 的 元 素 去 掉 ， 
第 -~ 行 后 的 元 素 上 移 一 行 ， 第 ~ 列 右边 的 元 素 左 移 一 列 。 同 时 ， 蓓 载 矩 阵 和 结 点 位 移 和 矩阵 
去 掉 第 7 个 元 素 。 这 样 ， 整 体 刚度 矩阵 的 大 小 就 碱 少 了 一 阶 ， 整 个 方程 的 未 知 数 减 少 了 一 
个 ， 故 该 方法 称 为 降 阶 法 。 由 于 在 处 理 约 束 条 件 时 需要 不 断 调整 整体 刚度 矩阵 的 大 小 ， 因 
此 该 方法 不 利于 计算 机 处 理 ， 但 对 于 手工 计算 简单 的 问题 比较 适应 。 

4. 对 角 线 元 素 改 1 法 、 乘 大 数 法 的 计算 程序 


Void restrict _ condition AKF (float**AK,float*AF,float nrint r,float ur) 


aK: 整 体 刚度 矩阵 ,AgLn]Ln] 
RF :整体 荷载 德 阵 。RAftnj] 
n: 结 构 总 自由 度数 
r: 约 束 条 件 的 位 置 ,r 从 1 开始 
ur: 已 知 位 移 大 小 

输出 : 
AK: 修 改 后 的 整体 刚度 矩阵 


Tit Ls 


int method; 
float N=1. 0e30; 


if{(r<1|| r>n)return; 
if(ur==0. 0f)method=1; 


else method=0; 
if (method==1) { // 对 角 线 元 素 改 1 法 
AFLr- 1]=ur; 


for(i=0;i<n;i++) RARKLi][r-1]=0.0; 
for (i=0;i<n;i++) AK[r-1][i]=0,.0; 
AKLr-1][r-1j=1. 0; 

}elsef{ // 乘 大 数 法 
RKLr-1]Lr-1]=Nx*aAKkLr-l]jLr=- 菇 ; 
AF[r-1]=AKLr-1][Lr-1]*ur; 


2.2.10 实例 计算 


如 图 2. 13(a) 所 示 的 悬 壁 梁 ， 自 由 端 作用 有 均 布 力 P， 设 梁 的 厚度 h 二 1m， 泊 松 比 ux 二 
雪 。 试 运用 有 限 单元 法 进行 应 力 分 析 。 


1 
ed 


(9 


图 2.13 黔 警 梁 的 计算 


1]. 划分 单元 、 建 立 坐 标 系 、 准 备 数据 

为 了 计算 简单 ， 这 里 将 其 划分 为 2 个 三 角形 单元 ， 建 立 如 图 2. 13(b) 所 示 的 坐标 系 ， 
并 对 结 点 进行 编号 ， 其 局 部 编号 和 整体 编号 的 对 应 关系 见 图 。 将 均 布 荷载 分 配 到 2、3 两 
个 结 点 上 。 


2， 计 算 单元 刚度 矩阵 
单元 @: bi=yj;— yn=0 b; =ym yi; 二 一 1 bn—=y;—»y;=1 


/A 


”连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


G 二 一刀 十 Zr 一 2 c=—zntzi=0 cn=—Zi 二 zj 一 2 
单元 加: b: 一 yj 一 yn 二 0 b=yn—yi=l .bn=y— yj;=—1 
C2 二 一 和 本 0 全 三 一 让 村 二 2 
根据 式 (2 - 26) 和 式 (2 - 27)， 计 算 两 个 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 ， 
(1) (3) (4) 单元 @ 
(3) (1) (2) 一 单元 DD 
1 1 


PE TE Rr 


二 4 
1 一 im 一 三 (1) (3) 
30 | 一 6 0 0 3 6 一 3 


eT PE TO TE A 本 和 三 让 大 过 


3. 计算 整体 刚度 矩阵 
20 0 8 0 


A De 
NA eh A Si i Er m 


ee 


4, 计算 荷载 矩阵 
整体 荷载 矩阵 为 : 


2 01-8 4:0 -10:-12 61[ma 0 

0 35:6 -3i-10 0 :4 —32||w 0 
-8 6 :20 -0-2 4:0 0llw |o 
E| 4 3:—10 35 :6 -32: 0 0 |lw| |-—P/2 
30| 0 -li-2 6 i20 0 -8 4lul |o 
-1l0 0 :4 -32: 0 35 ;6 -3||lw| |-P/2 
A 

6 -32i 0 0i:4 -3i—10 35j|,, 0 


i 
A 
OT Re 


5. 引入 约束 条 件 ， 人 和 修改 整体 刚度 方程 
这 里 采用 降 阶 法 处 理 ， 因 已 知 wr 二 二 4 二 vw 二 0， 对 应 于 第 1、2、7、8 个 位 移 分 
量 ， 故 修改 后 的 整体 刚度 方程 为 


20 一 10 一 12 4 Us 0 
五 | 一 10 35 6 一 32||m| |—P/2 
30| 一 12 6 20 0 Us 0 
4 一 32 0 35 J [vw —P/2 
求解 上 述 方程 组 ， 得 到 : 
U2 一 1.75 
w|_P —8,5 
ul E| 1.5 
Us 一 8.0 
6. 计算 应 力 
单元 的 结 点 位 移 和 矩阵 为 : 
5 一 去 [1.5 一 80 0 0 一 175 一 8.5J7 
单元 @ 的 结 点 位 移 和 矩阵 为 : 


5 一 去 [0 0 1.5 一 8.0 0 0T 


由 于 单元 材料 相同 ， 故 其 弹性 矩阵 相同 ， 为 : 


8 2 0 
D= 窒 |2 8 0 
0 0 3 
单元 四、 四 的 几何 玫 阵 分 别 为 
00 1 0 1 0 0 0 10 -1 0 


B?=|0 2 0 0 0 -2| B=|0 2 0 0 0 2 
0 0 -1 —2 1 2 0 0 1 2 一 ! 

故 其 应 力 分 别 为 : 
oo=P {[—0.8 0.3 一 0.4]T oo=P [0.8 0.2 一 1.6] 


| 2. 3 平面 4 结 点 矩形 单元 


前 面 所 述 的 3 结 点 三 角形 单元 由 于 是 常 应 变 单元 ， 单 元 内 部 应 力 是 一 个 常量 ,分 析 时 
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nr er es ee os ee 


需要 较 密 的 网 格 ， 因 此 需要 更 多 结 点 的 单元 。4 结 点 矩形 单元 就 是 其 中 最 简单 一 种 单元 ， 
也 是 实际 中 常用 的 单元 之 一 ， 由 于 采用 了 比 常 应 变 三 角形 单元 更 高 次 数 的 位 移 模 式 ， 故 可 
以 更 好 地 反映 弹性 体 的 位 移 状态 和 应 力 状 态 。 

如 图 2. 14 所 示 4 结 点 矩形 单元 ，4 个 结 点 依次 为 :、;j、m、， 记 单元 的 结 点 位 移 向 
量 88 和 结 点 力 向 量 Fe 为 ， 


88 一 [和 vi ww VY Un Vn Ue ve (2 - 29) 


Fe 一 LF, Fy PF, F, 天 了 Fx Fy (2 — 30) 


为 了 能 推导 出 简洁 的 结果 ， 在 这 里 引入 无 量 岗 坐标 :6 一 沽 7 一 产 


2.3.1 单元 位 移 函 数 


从 图 2. 14 中 可 以 看 出 ， 结 点 条 件 共 有 8 个 ， 依 据 帕 斯 卡 三 角形 ， 考 虑 到 边界 上 位 移 
的 线性 关系 ， 其 二 次 项 选取 xy， 因此 其 单元 
的 位 移 场 函数 为 ， 
2 一 QI 十 azZ 十 asy 十 aazy 
v=b+brtbyythry 0 
它们 是 具有 完全 一 次 项 的 非 完全 二 次 项 。 这 里 
常数 项 和 一 次 项 的 系数 反映 了 单元 的 刚体 位 移 。“* 
和 常量 应 变 ， 单 元 边界 上 位 移 为 x 或 y 的 线 
性 函数 ， 相 邻 单元 公共 点 上 有 共同 的 结 点 位 移 
值 ， 可 保证 两 个 相 邻 单元 在 其 公共 边界 上 位 移 图 2.14 4 结 点 给 形 单元 
的 连续 性 ， 这 种 单元 的 位 移 模式 是 完备 和 协调 的 ， 它 的 应 变 和 应 力 为 一 次 线性 变化 。 
根据 已 知 的 结 点 条 件 ， 在 x 二 zx,，y 二 yr 二 i,，j，m， 有 处， 有 


U(x,, 入 ) 一 好 


(Cr 一 1 了， R， m) (2 - 32) 


U(X Yr) OU 
将 式 (2- 32) 代 人 式 (2- 31) 中 ， 可 以 求解 出 待定 系数 @ ~as 、 ~by， 然 后 再 代入 式 (2 - 31) 
中 经 整理 后 ， 有 


u N; 0 人 0 Na 0 人 NA » se 
一 一 从 2-33 
人 


其 中 ，NN 为 单元 的 形 函 数 和 矩阵 ， 


IN 
-+ 二 人- 汉 本 
0 
0) 


yy 有 限 单元 法 (第 2 版 ) | 
ee ho a od 


车 以 无 量 纲 坐 标 系 来 表达 ($= 宇 ，wy== 郑 )， 则 式 (2- 34) 可 以 写成 


N= (88) (Tp) (ri j, m, k) (2- 35) 
其 中 ， 


和 j (r=i, j, m, k) 


2.3.2 单元 应 变 场 


根据 单元 的 位 移 场 函数 式 (3 -45)、 式 (3- 47)， 由 几何 方程 可 以 得 到 单元 的 应 变 场 表 
达 式 : 


FT ou Au 
b a 
| ow ll Ov 
£= 为 ab a (2— 36) 
Gu | dv 9u ov 
本 ge 
记 为 : 
2 一 8 (2— 37) 
其 中 ，B 矩阵 称 为 几何 矩阵。B 和 矩阵 可 以 表示 为 分 块 矩 阵 的 形式 ; 
B=[B, B; B, B,| (2 - 38) 
其 中 ， 
yp 
和 8-(1 十 力作 0 
1 aN,| 1 ee 
8 一 2 0 人 | 0 yatee (r=i, j, m, k) 
a ” 


2.3.3 单元 应 力 场 


根据 应 力 与 应 变 的 关系 及 式 (2 -37)， 可 以 得 到 单元 的 应 力 场 表达 式 : 
o=Ds=~—DBé6® =S6® (2 — 39) 


这 里 $ 一 DB 为 应 力矩 阵 ，D 称 为 弹性 矩阵 [ 式 (2- 17)j。 将 应 力矩 阵 表示 为 分 块 矩阵 的 
形式 : 


S 一 [S; 4; S,, S, ] (2 — 40) 
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ET TE 


其 中 ， 


bé.(1+ ny) uam (1 十 56) 
E ubé 1+ ny) am(l+éé) 


二 (r=i, Jj, m, k&) 
a (二 ES) 1 一 ppe (1+nn) 
2 办 rr 2 r 从 


对 于 平面 应 变 问题 ， 只 需 将 忆 换 为 -二 5 上 换 为 -全 - 


2.3.4 单元 刚度 矩阵 


与 3 结 点 三 角形 单元 的 推导 类 似 ， 可 以 根据 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 导出 结 点 位 移 
和 结 点 力 之 间 的 关系 : 


K@89 =F® 
其 中 单元 刚度 矩阵 ke 如 下 : 
Ki Kk: Km kx 
k: Kk; Km Kx 
ks kes Kom Kon 
Ks Ks: Ke ka 
其 中 ， 


k,, ey | BrpB,av (r,s es i,j ,mk) (2 ce 41) 


对 于 平面 应 力 问 题 ， 如 果 单 元 厚度 为 常数 h， 则 得 到 式 (2 - 42)， 


ki Rk 
Be 
WT 风 | (7， SS 一 7，7，71， k) (2 42) 


其 中 ， 
hr —b66, 1+ ) + ta yn (1 十 十 se 
hs=ab (pyé 0 + en, ) 
ha =ab (jmés + HF ) 
kas —ar ny: (1+ 6é, )+ lsse, (1+ 3 ) 
其 显示 表达 式 为 : 


Eh 


OR 亿 
KE ab (1l—y:) 


4 | 
有 限 单 元 法 (第 2 版 ) 本 


一 war 


入 全 2 十 sn :一 C2) -全 2 22) -二 st 上 取 -0-o2] a0 
地 
ee ow Hoo mp 
十 CC 呈 oa 于 (时 六 二 ura -二 人 4 芝 

: Gs 

二 G2) | 卡 B-onoal 
和 
; 二) 
(2 - 43) 


| 2. 4 平面 6 结 点 三 角形 单元 


前 面 所 述 的 3 结 点 三 角形 单元 其 位 移 模式 为 线性 函数 ， 应 变 与 应 力 在 单元 内 部 为 常 
量 ， 其 计算 的 精度 比较 低 ， 计 算 时 需要 较 密 的 网 格 。 
而 4 结 点 矩形 单元 则 对 边界 的 适应 能 力 相 对 较 差 。 因 
此 ， 为 了 提高 计算 精度 ， 需 要 增加 单元 的 结 点 数 。 这 
样 在 3 结 点 三 角形 单元 各 边 的 中 点 处 增加 一 个 结 点 ， 
变 成 6 结 点 三 角形 单元 ， 其 6 个 结 点 按照 i、j、m、 
1、2、3 的 顺序 排列 (图 2. 15)。 其 结 点 位 移 和 矩阵 和 荷 
载 矩 阵 分 别 表示 为 ; 


80=[u Vv Ww VW Un Vn 


vi us vs us vsj 
图 2.15 平面 6 结 点 三 角形 单元 FO=[F, Fy Fs Fy Fe Fy Fa 
Fy Fz Fy Fs Fy] 
该 类 型 单元 共有 12 个 自由 度 ， 根 据 帕 斯 卡 三 角形 ， 其 位 移 模式 可 以 取 完 全 的 二 次 多 
项 式 ， 
& 一 4 十 azZ 十 asy 十 ad4z2 十 a5Zy 十 a6 罗 
| v=b1 二 bz 二 bs yt br tbs rytbey 
但 由 于 位 移 函 数 次 数 较 高 ， 需 要 确定 的 系数 较 多 。 此 时 如 果 仍 然 按照 前 面 的 方法 来 确 


定 系数 ， 求 取 形 函数 ， 则 计算 非常 复杂 。 为 了 计算 方便 ， 通 常用 面积 坐标 来 代替 直角 
坐标 。 
2.4.1 面积 坐标 

设 三 角形 的 顶点 依次 为 i、j、m， 则 三 角形 中 任意 一 点 PC(z，Jy) 的 位 置 可 以 用 面积 坐 
WY// 
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er 


标 来 表示 。 如 图 2. 16 所 示 ，P 《x，y) 点 的 面积 坐标 (Li， 
L;，, Lm) 定 义 为 : 
A; 


_A: -有 1 -4 
瑟 一 党 ， 症 一 堂 ，L。 (2 - 44) 


式 中 ，A 为 三 角形 ijm 的 面积 ，A; 为 三 角形 Pjm 的 面积 ， 
人 为 三 角形 Pmi 的 面积 ，A,, 为 三 角形 Pij 的 面积 。 显 然 有 : 
Li+L+L,=1 (2 — 45) 
根据 面积 坐标 的 定义 ,平行 于 jm 边 的 直线 上 所 有 点 
具有 相同 的 L; 值 (如 图 2. 16 所 示 虚 线 )。 三 角形 三 个 顶点 
的 面积 坐标 分 别 为 : 图 2,16 面积 坐标 
顶点 i: 了 一 1， 了 一 0， 工 ,一 0 
顶点 j: Li 二 0, Lj 二 1,， Lm 一 0 
顶点 m: L; 二 0, 上 Lj 一 0,， Ln 二 1 
1. 用 直角 坐标 表示 面积 坐标 
三 角形 Pjm 的 面积 人 ;可 以 表示 为 : 
1 rx y 


A,= 一 十 [Cziym 一 zay)) 十 (yy 一)z 十 (一 二 十 za)2] (i, j, m) 


1 zx yj 


1 xm ym 
同样 ， 记 ;ai==Zzjyn 一 Xnyj， 二 yj 一 yn， Ci 二 一 Zj 十 Xm( 下 标 i>j 一 m 一 i 轮换 )， 则 面积 
可 表示 为 ， 

全 一 六 (ai 十 oz 十 cy) 


将 上 式 代 入 式 (2 - 44) 得 : 


L; =- 去 Co 十 Dr 十 ciy) 


琅 一 击 (w 十 bz 十 cy) (2-46) 


LE —F (an 十 BX 十 Cmy ) 


将 上 式 与 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 形 函 数 进行 比较 可 知 : 面积 坐标 与 平面 3 结 点 三 角形 单 
元 的 形 函 数 具 有 以 下 关系 : 
工 ;一 Ni 9 了 一 入 9 Ln—=Nm 
2. 用 面积 坐标 表示 直角 坐标 
根据 式 (2 - 46)， 并 结合 式 (2 - 45)， 可 以 得 到 ， 
2 re (2- 47) 
y=yLit yjL; t+ ynL 
2.4.2 面积 坐标 下 的 位 移 隙 数 


平面 6 结 点 三 角形 单元 共有 12 个 位 移 分 量 ， 由 前 面 的 分 析 可 知 ， 若 知道 其 形 函 数 ， 
NA ER 


则 位 移 函 数 可 以 表示 如 下 形式 ; 
u= Niuit Nju;t Naumt Niuit Neust Ns us 
Ce 
注意 这 里 的 Ni 、N、N. 不 同 于 3 结 点 三 角形 单元 的 形 函 数 ， 这 里 6 个 形 函 数 是 用 面积 坐 
标 表 示 ， 各 结 点 的 坐标 如 图 2. 17 所 示 。 下 面 我 们 根据 形 郴 数 的 性 质 来 确定 上 述 6 个 形 函 
数 。 形 函数 六 在 结 点 ; 上 等 于 1， 在 其 他 结 点 上 等 于 0。 
(1) 在 直线 jlm 上 ， 面 积 坐标 Li; 二 0， 形 函数 N; 在 
结 点 j、1、m 为 0， 故 Ni 中 应 包含 因子 工 ;; 
(2) 在 直线 23 上 ,面积 坐标 , 一 1/2， 形 函数 Ni 在 
结 点 2、3 为 0， 故 六 中 应 包含 因子 工 ; 一 1/2， 因 此 可 设 
N;=aL;(L;—1/2); 
(3) 要 满足 形 函 数 N; 在 结 点 i 上 等 于 1 的 条 件 ， 
故 有 : 


ee me reed oe te et tee ee ter on 


(2 — 48) 


了 m(0,0,1) 


A0,1,0) 


3(1/2,1/2,0) 


i(1,0,0) 


N;=aL(Li—1/2)=1 
图 2.17 结 点 的 面积 坐标 得 到 参数 a 一 2， 即 形 函 数 Ni 的 表达 式 为 : 
N;=L;(2L;—1) 
同 理 可 得 ， Nj 二 L; (2L; 一 1)，N, 一 L, (2L, 一 1)。 
(4) 在 结 点 i、2、m 上 ， 面 积 坐 标 六 一 0， 形 函数 Ni 一 0， 故 Ni 应 包含 因子 上 ;; 在 结 


点 i、3、7 上 ， 形 函数 Ni 二 0， 故 Ni 应 包含 因子 L,， 故 可 设 N= 二 BL;L，。 在 结 点 1 上 ， 
有 Ni 二 1， 将 结 点 1 的 坐标 (0，1/2，1/2) 代 和 人 可 得 : 8 一 4， 即 


Ni=4LL, 


同 理 可 得 : N,=4L;L,, N;:=4L,L;。 
这 样 ，6 结 点 三 角形 单元 的 形 琐 数 为 ; 
人 一 (27 一 1) (7z， JJ， m) 
a (2 — 49) 
N=4L,L, (1， 2， 3) (i, J， m) 


2.4.3 单元 应 变 场 


将 位 移 函 数 表达 式 (2 - 48) 代 和 人 几何 方程 ， 可 得 : 


二 ee 
dz ON， aN, aN, aN 3N i 
2 四 十 yt oy tay st 
ay ar ui 十 ii 十 2 二 au 下 au， 有 ee 


(EY 
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下 面 考虑 第 一 个 表达 式 ， 由 于 形 函 数 凡是 面积 坐标 二; 的 函数 ， 形 函数 Ni 是 面积 坐标 
L;、L; 的 函数 ， 而 面积 坐标 又 是 Xx、y 的 函数 ， 所 以 这 里 涉及 复合 函数 求 偏 导 数 的 问题 ， 

其 中 ， 
~ 9N; _ 9N; 9L; __ 
ax 9L; or 5 


oN __ aN 9L; , 9N1 ofLn 
ax aL; or 9L, 9 


9 和 _ (4L;— Db 
-LLi(2L; DJ 二 [Coitbztey) | 


0 _a[ 工 _Q -af 了 工 
一 训 [4LLo] 训 [| 贡 CT 姑 e+oy) 半 天 [Lo] 训 | 珊 CoTAzTeo)] 
_2(Lnb; + Libn) 


A 
同 理 可 得 : 
aN;_GL—Db aN, (4L,— Db, 
a 2A 3 .2 
aN; _ 2(LabitLiba) aN _2(L6, 二 LO) 
a A 
故 : 
-一直 [CE 一 Douui 十 (4 一 Dbu 十 CILs 一 D)boun 十 
a Ne Vi 
同 理 可 得 : 


一 玖 [4 一 Dcw 十 (4 — Dov tL —1)cnwvnt 
4CciLateanL Oo td4CenL ;teL,,) vt4dleL ;tcL;)v | 
Yry = [4 — Deut (4L—Demwt (4L, —1)cnun+t 


4CcLatceaL; utd; cL ) ut dL ;tL )u 
(4Li— Dow C4L;— D6; (4L,—1)bvnt 
4CbLat baL;) uA, L;tbL,) v4(bL ;tb,L;) vs | 
由 此 得 到 : 
3 一 B69 (2 — 50) 
其 中 ，B 矩阵 称 为 几何 矩阵。B 矩阵 可 以 表示 为 分 块 和 矩阵 的 形式 ，: 
B=[B B, B, B! B, B;,| 


| 0 cr Cap 


{4L;— 1)c:; (4L;—1)b.; 


{2751» 
其 中 ， 


NN 3 


i 0 


4(bLn baL)) 0 
-页 | 0 4CciLm tcmL;) (1， 2， 3) (2, 了 7， mm) 
4(cL 十 ci ) 4CbLntbal,) 


2.4.4 单元 应 力 场 


根据 单元 应 力 与 应 变 的 关系 可 得 ， 
o=De=DB68® =S8® (2 — 52) 


其 中 ，S 一 DB 为 应 力矩 阵 ，D 称 为 弹性 矩阵 [ 式 (2 ~ 17)]。 将 应 力矩 阵 表 示 为 分 块 矩 阵 的 
形式 ，: 


S 一 [S; S; SS, SI S, S, | (2 -53) 

其 中 ， 
2b. 2pci 
E(4L;—1) 
S$, -| 27 2c， (Gi, j, m) 
(1 一 ic (1—b 
Sl =DB, re 5| 2uCb;L mt bnL;) 2CcLmtcnL;) (1， 25 3) (i, 7， m) 
(1— LateaL;) (1— CbLntbaL)) 


2.4.5 单元 刚度 矩阵 


单元 刚度 矩阵 的 推导 与 前 面 介绍 的 3 结 点 三 角形 单元 类 似 ， 对 于 等 厚度 单元 ， 其 单元 
刚度 矩阵 为 : | 


je = | BTDBdzdy (2- 54) 


将 B、D 代入 式 (2 - 54)， 经 矩阵 运算 后 需要 对 各 元 素 进行 积分 ， 积 分 时 需要 用 到 以 下 积 
分 公式 ，; 


a] BLY oA QlBly! _ _ 
jgrzar WE i (2 -55) 
最 后 得 到 的 单元 刚度 矩阵 为 : 
A, G; Gs» 0 一 4G， 4G; 
G; A; Gim = 4Gm 0 4G;i 
Eh Gs Gy A m 4G,; > 4G; 0 
ki@ 一 一 一 一 一 2-56 
24A(1 一 AD) | 0 —4G,, 一 4G， HH.; D; 也， 
一 4G。 0 —4G;, 也， H; D,, 
—4G; —4G; 0 D,. D,, H, 


Po 
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对 于 平面 应 力 问题 


|66 二 301 一 Ac 3(1 十 AD)Bici 

-| 3C1+bc: 6c+3(1—)6: 
16 —6bm)+8(1—p) Cc —ccn) 4(1 十 DCBci 十 bci 十 pcn) 

| 4(1 十 DCBci 十 bci 十 pacn) 16(¢?—c;cn) +8(1—p) (6 —bb) 
2bbs+ (lec: 2ubcst (lew, 
Pe 2crc, 十 (1 一 /0528， 
1806, 十 8G1 一 Acc， 4(1 十 AD (eb,tbc.) 
ee 16cc, 十 8(1 一 052， 


| (z， 7， m) 
| (i, 7， m) 


nn 


| (r,s=i, 7， m) 


| (r, s=i, J， m) 


| 2. 5 轴 对 称 问 题 有 限 元 分 析 


现实 中 有 许多 的 结构 ， 如 活塞 、 厚 壁 容器 等 ， 它 们 的 几何 形状 、 约 束 情况 以 及 所 受 荷 
载 情况 均 对 称 于 空间 某 一 固定 轴 ， 这 类 问题 称 为 轴 对 称 问 题 。 研 究 轴 对 称 问题 通常 采用 柱 
坐标 系 (r，90，z)， 并 以 对 称 轴 作 为 z 轴 ， 所 有 应 力 、 应 变 、 位 移 都 与 坐标 0 无关， 仅 是 > 
和 = 的 函数 。 因 此 ， 轴 对 称 问题 基本 变量 为 : ee u( 沿 7 方向 的 径 向 位 移 )、w( 沿 
z 方 向 的 轴 向 位 移 ); 应 变 分 量 为 e( 径 向 正 应 变 )、 
( 环 向 正 应 变 )、e:( 轴 向 正 应 变 )、 i 
变 ); 应 力 分 量 为 o,( 径 向 正 应 力 )、os( 环 向 正 应 力 )、 
o:( 轴 向 正 应 力 )、zt (7 和 z 方向 前 应 力 )。 

对 轴 对 称 问题 进行 离散 时 采用 的 是 圆 环形 单元 ， 
其 单元 与 rz 平面 正 交 的 截面 可 以 有 不 同 的 形状 ， 如 3 
结 点 三 角形 、6 结 点 三 角形 、4 结 点 四 边 形 、8 结 点 四 
边 形 等 。 如 图 2. 18 所 示 为 3 结 点 三 角形 单元 。 因 此 ， 
对 轴 对 称 问 题 进 行 计 算 时 ， 只 需要 取出 一 个 截面 进行 
网 格 划 分 和 分 析 。 下 面 以 3 结 点 三 角形 单元 和 4 结 点 
矩形 单元 为 例 进行 分 析 。 网 人 全 入 入 大 二 人 攻 汪 二 


2.5.1 环形 3 结 点 三 角形 单元 


1. 单元 位 移 函 数 
轴 对 称 问题 分 析 中 所 使 用 的 3 结 点 单元 ， 在 对 称 面 上 是 三 角形 (图 2. 19) ， 在 整个 弹性 
体 中 是 三 棱 圆 环 ， 各 单元 中 圆 环 形 铵 相连 接 。 人 参照 平面 问题 的 三 角形 单元 位 移 函 数 ， 轴 对 
称 问 题 的 3 结 点 三 角形 单元 位 移 函 数 取 为 : 
uU=ail 二 azr 十 asz 
人 十 bzr 十 ba 


RN 


a ER 


与 平面 3 结 点 三 角形 单元 进行 比较 可 知 ， 其 单元 位 移 函 
数 为 : 


Wi 
TO 
: u Ni 0 N; 0 N.: 0 |i|w 
i(rizi) de 一 | j= = 
2 Tw 0 AN 0 N; 0 Nn Ti 
Urm 
图 2.19 环形 3 结 点 三 角形 om 
人 (2- 57) 
其 中 形 函 数 ， 
N= 闹 (wor 十 cz) 〈 下 标 坟 六 严 轮 换 ) (2- 58) 
QT jm 2 b; = 2z; Xm Ci 一 rj Tm (2 -59) 
2. 单元 应 变 场 
根据 轴 对 称 问题 的 几何 方程 
i 
or 
Er 
|&0 a 六 加 
2 一 网 a (2 -60) 
y, B24 
UL Bu 
Loz 9rj 
由 式 (2- 57) 得 : 
DE= but bt ban) 
dr DA UU mm 
caw Fejvw; ce ) 
a (ca Fejw ;cmum) 
9 1 
ee 
= faut fiust fun) 
3A fiu: fius 万 nm 
故 用 几何 和 矩阵 表示 单元 的 应 变 ， 
eBé6® (2- 61) 
其 中 ， 
B=[B, B, B,.] (2 - 62) 
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b 0 


1 1f: 0 I 
B.—3A Te (5 一 1，7 ，77) 
b, 


Cs 
其 中 ， i 《5 一 71， 7， m) 


由 上 面 的 分 析 可 知 ， 姑 是 坐标 (~，z)? 的 函数 ，se 分 量 在 单元 中 不 为 常量 ， 其 他 三 个 应 
变 分 量 在 单元 中 仍 为 常量 。 


3. 单元 应 力 场 
由 轴 对 称 问题 的 物理 方程 ， 得 到 其 应 力 场 的 表达 式 为 : 
o=De= DB6® 一 S0@ (2— 63) 
其 中 弹性 矩阵 了 为: 
[1 -4 -4 0 
l—px 1—y 
1 
E(l—y) 一 一 
了 一 (2- 64) 
(1+p) (1—2) pe ] 
l—24 
LR 


由 弹性 和 矩阵 D 和 几何 和 矩阵 B 可 以 得 到 应 力矩 阵 $， 并 计算 出 单元 内 的 应 力 分 量 ， 
$=DB=[S: §, S$,] 


其 中 ， 
b+Af. Aic， 
2 Ai0 十 AAArc 
二 四 了 (1 一 Ai lUs 和 1Ls 本 
S, 一 DB， 3A TD A (s=i, j, m) (2—65) 
Asc, Asb, 
式 中 ， 
一 _ 尼 二 一双 
A 


由 式 (2 -65) 可 知 ， 除 前 应 力 cj 为 常量 外 ， 其 他 三 个 正 应 力 分 量 都 是 r+、z 的 函数 。 
4， 单 元 刚度 矩阵 


有 了 单元 应 力 场 和 应 变 场 ， 可 以 利用 虚 位 移 原 理 或 极 小 势能 原理 建立 单元 刚度 矩 
阵 je， 


ke = 27|B' DBr drdz (2-66) 
单元 刚度 矩阵 的 分 块 矩 阵 为 : 


"NN" 


2 


ks = 2r||BIDBsrardz (sq = i,j,m) (2-67) 


由 于 上 述 积分 函数 不 是 常量 ， 为 简化 计算 ， 可 以 用 三 角形 单元 形 心 位 置 的 坐标 (-， 
z.) 代 替 式 (2 - 67) 中 的 变量 r+-，z， 其 中 7.、z. 表 示 为 : 


r, 一 总 Cr 十 十 rn) 


(2 — 68) 
Ze 3 (so zy) 


这 样 : 
ff tt ER (5 一 1 7 m) 


经 过 这 样 近似 后 ， 几 何 和 矩阵 B 和 有 应 力矩 隆 S 均 为 常量 和 矩阵， 根据 式 (2 - 67) 可 以 很 快 
计算 环形 3 结 点 三 角形 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


ks ks ki 
k® =2xr.AB* TDB* RE k; (2— 69) 
ma | kin 


其 中 子 块 矩 阵 : 


EC 一 上 六 | 
如 一 2rr-4B，DB， — FACT (1— 2 


es | (s, gq=i, j}, m) (2-70) 
Ha Hz» 
其 中 ， 

Hu=0b + fi fo tA fs tfib) t+Asccs 

His=Aics(b,+ fi )+Ascbs 

Ha=Aic (b+ fs HAsb, 

五 2 一 cxcy 十 AD.D。 

实际 计算 表明 ， 采 用 近似 积分 不 仅 计算 简单 ， 而 且 其 精度 也 足够 令 人 满意 。 因 此 在 实 
际 计 算 中 对 于 环形 3 结 点 三 角形 单元 通常 采用 上 述 的 近似 积分 。 

5. 等 效 结 点 荷载 的 计算 

作用 在 环形 单元 上 的 荷载 包括 体力 p, 一 [p，p:] 、 面 力 g, 一 Lg，9:]"、 集 中 力 P= 
LP, P,.]'， 计算 时 间 样 必须 移 置 于 单元 的 结 点 上 ， 形成 单元 等 效 结 点 荷载 栓 ， 其 计算 
公式 为 : 

体力 : FR = | NTrmeay = 2r| Nrprdrdz 


面 力 : FR = | Nrgds 一 2x| Nrgrd (2—71) 

集中 力 ; FR=N'P 

例 2-2 若 考虑 单元 的 自重 ， 设 单元 材料 的 容重 为 常量 yb 单位 体积 的 重量 )， 计 算 其 
等 效 结 点 荷载 ( 设 坐 标 系 = 轴 正 向 向 上 ) 。 


Ni 0 N 0 N 0TTro0 
8 一 2x| | | | Vara 
AA 0 N; 0 N; 0 N, ey A 


| 本 Ah 


人 铅 2 硬 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 
es 2xy| [0 N; 0 N; 0 NT'rdrdz 


利用 前 述 面积 坐标 与 直角 坐标 的 关系 ， 有 
7 一 7 十 ri 了 十 ro。 
将 上 式 代 人 ， 并 根据 式 (2- 55)， 有 


| Ndrde 一 | Nir 十 zjLj; 十 rnLm) drdz 


一 鲁 (2r + 二 rm) = 各 Cr 二 nm) (ijom) 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 . 
Fe ——™A [0 3r.+r: 0 3r- 十 mm 0 3r 十 内 下 


例 2- 3 设 轴 对 称 旋转 机 械 绕 对 称 轴 = 轴 以 角速度 w 旋转 ， 其 密度 为 ， 试 计算 其 等 
效 结 点 荷载 。 
解 : 离心 力 为 体力 ， 其 大 小 p, 一 [p，p.J' 一 [pwr 0]， 代 入 式 (2-71) 得 : 


a 
4[0 N 0 N 0 N， 0 


=2xpw:| LN 0 N 0 N, 0 ]rrdrdz 
式 中 积分 : 
| Nir?drdz 一 | +rL; 二 r,L,)’ drdz 


= 条 [Cn 十 二 rm)? 二 2r;? — rirm 


一 合 [9r? 十 2 一 nro] (isj sm) 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
1 一 585 人 [(9z2 十 2 一 nra) 0 (92 二 1 一 nr) 0 (9 十 到 一 rr ) oF 


例 2-4 如 图 2.20 所 示 的 环形 三 角形 单元 ， 其 jm 边 
作用 有 均 布 侧 压 9， 试 计算 其 等 效 结 点 荷载 ， 设 jm 边 长 度 “全 
为 Lj,。 

解 : 其 分 布 面积 力 为 ; 


m(r mzm) 


ch ee 
9g: 一 一 9[sinu cosa] "一 gq| 天 Se er | 
lim Lm 


代入 式 (2 -71) 得 : 


区 Te Sk ，， 工 
Fe = 2rg| NT| 名 | rdl 
i Lim Lim 


2.20 均 布 侧 压 荷载 


人 NS 


py. 4 
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ap ee ee tv eee sbeebs PEPE I NET iN RPA 


=2rg| [SN, miN, Ny sa Ny iN, | rd 
式 中 积 
[Nrat = | LrLt nL trLn)dl Ch 
注意 到 沿边 界 jm 积分 时 上 ;二 0， 并 利用 公式 : 
of pd al 加 
| a i (2-72) 
可 得 : 
村 1 
| Nradl =0,{ Nrdl = 62n + ra ln,| Nordl = C2rn + ri) li 
/ / 1 6 
因此 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
FR=3[0 0 zj—g) 27 rr;) 2; ) 
(gi—zn) ratr) rr ) 277 jT 


2.5.2 环形 4 结 点 矩形 单元 


环形 4 结 点 矩形 单元 如 图 2. 21 所 示 ， 该 单元 为 横 截 面 为 4 结 点 矩形 的 360 环形 单元 ， 

其 横 截面 上 的 结 点 编号 依次 为 i( 一 a， 一 B)、j(a， 一 6)、m(a，b)、k( 一 a, 5b)。 在 Orz 平 
面 内 ， 单 元 结 点 位 移 有 8 个 自由 度 ， 其 结 点 位 移 矩 阵 和 结 点 荷载 矩阵 分 别 记 为 : 

69 一 [u wi Ww WW Un Wa Ue wej! (2—73) 

jes Th Fe (2-74) 


图 2.21 环形 4 结 点 矩形 单元 


由 于 单元 有 4 个 结 点 , 在 + 方 向 和 z 方向 各 有 4 个 结 点 条 件 ， 故 可 设 其 单元 的 位 移 函 
数 为 : 
& 一 Qi 十 Cazyz 十 Caz 十 ad47z 
忆 一 及 十 poy 十 术 & 十 贡 7 
与 前 面 叙述 的 平面 4 结 点 矩形 单元 比较 可 知 ， 环 形 4 结 点 矩形 单元 与 平面 4 结 点 和 抢 形 单元 


(2—75) 


第 2 章 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


有 具有 相同 的 形 函数 ， 即 : 


0 

©—N 2-76 
N Be =Ns® C2-76) 
其 中 ， 


包 一 也， Dp = (p=i, js» m, k) . 


将 式 (2 -76) 代 入 式 (2 - 60)， a 应 变 ， 


£=Bé® (2—78) 
其 中 ， 
B— [B, B, B, B,] (2-79) 
玫 (1 十 ) (1 十 npn) 0 
8 一 | Sf 2 (p=i, 7， m, k) 
ab 
0 a(lié,é) yn, 


al(lié,é) bl yn )é 
利用 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 ， 得 出 其 单元 刚度 方程 为 ; 


Ke@p5e =F® 
其 中 单元 刚度 和 矩阵， 
Kk; Kk; Kk kx 
1 
je 对 中 BTDBdy 一 2x| BTDBrdrdz 一 | 加 (2-80) 
V A ks my Ko | 


这 里 弹性 矩阵 D 如 式 (2 - 64) 所 示 ， 子 块 矩 阵 元 素 : 


Kk = 27 BeDBor drdz (p,q 一 1 7 ,m,k) 《2 一 81) 

应 的 单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 ， 
体力 : 了 FR = | Nipdv 一 2x| Nrprdrdz (2- 82) 
面 力 : F@ 二 | N'g.ds = 32x| NTgrdl (2- 83) 


2. 了 空间 4 结 点 四 面体 单元 


在 实际 工程 中 ， 经 常 需要 对 空间 结构 体 进行 分 析 和 计算 ， 这 样 前 面 介绍 的 平面 单元 和 
轴 对 称 单 元 就 不 适应 了 ， 此 时 需要 使 用 空间 体 单 元 进行 分 析 。 最 简单 的 空间 单元 是 4 结 点 
的 四 面体 单元 (图 2. 22)。 该 单元 有 4 个 结 点 ， 分 别 设 为 i、;}、m、k， 每 个 结 点 有 3 个 自 
由 度 ， 因 此 该 单元 为 12 个 自由 度 单元 ， 其 结 点 位 移 和 矩阵 和 荷载 矩阵 分 别 为 : 


NS -下 


多 古 
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6® 一 [ui Ui Wi UW OY Wi Un Un Wm Ug Vk wa | 


FO=[F, F, Fs F: F, F, F, F, Fs, Fa Fy Fa] 


xypzb 


i(xiayp2) 


mM(Xmmay nn2Zm) 
Z 


ya2) 
y 
x 


图 2.22 空间 4 结 点 四 面体 单元 


2.6.1 单元 位 移 消 数 


根据 位 移 函 数 应 满足 的 要 求 ， 因 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 可 设 位移 函 数 为 : 
4 一 QI 十 azZ 十 ay 十 a4zx 
| v=bi 二 bztbsyt bz (2 — 84) 
Ww 二 C1 十 czX 十 Cc3y 十 C4 之 
以 2、j、m、k&4 个 结 点 坐标 代 人 上 面 第 一 式 ， 可 得 : 
Ui=Q1 二 Qs Ti as yi a zi 
Wj—=ail 二 azz; 二 asYy; 二 Taz; 
Un 一 QI 十 aaa 十 Ciym 十 Cd zi 


zk 一 CQ1 十 az 十 as ys 十 aa 4 


求解 CI 人 一 CC4， 得 到 : 


aa 1 Ti y: zi Wi 
C2 1. 1 TX; YY; Ti Ww 
as 1 zn Ym Cm Um 
a 1 Tk YE 之 Ur 


将 ai 一 as 代 人 位 移 函 数 (2 - 84)? 第 一 式 得 到 : 
u=Niuit Nu;t Naunt Neus 
其 中 ， 


N,— 志 (ar tbz tey td,z) (r=i, j, m, k) 
这 里 Cr9 b,， Cr 9 d; 分 别 为 行列 式 : 


1] Zi yi Zi 
1 x; yy zi 
1 Tn nn 
] Ze ye Zk 
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第 > 行 四 个 元 素 的 代数 余子 式 ， 如 第 一 行 元 素 ， 
TO 2 1 y zj 


a;=(—1)'+ Tm Ym 之 六 9 2 一 (一 1)143 Ym Cm 9 


Tk Yk Zk 1 ye zh 
1 xz; zi 1 2 yj 
全 二 | (2-85) 
1 ze zh 1 Ze yk 
1 Xx: yi: zi 


1 1 zx YY 2 

小- 

1 ze Ye 
为 四 面体 的 体积 ， 为 了 计算 时 使 体积 不 为 负 值 ， 则 4 个 结 点 的 排列 顺序 必须 依照 一 定 的 顺 
序 ， 即 一 /一 mm 按照 右手 定 则 转动 时 ，& 点 在 大 拇指 指向 的 一 侧 。 

同 理 ， 可 以 得 到 方程 组 (2 - 84? 其 余 两 组 系数 。 这样， 空间 4 结 点 四 面体 单元 的 位 移 
函数 可 以 表示 为 : 


wu N: 0 0 N 0 0 N, 0 0 N 0 0 
上 一 |: N: 0 0 N 0 0 N, 0 0 Nm 0 ls® 
w 0 0 N: 0 0 N 0 0 N, 0 0 N, 

即 de® =Né® (2— 86) 


2.6.2 单元 应 变 场 和 应 力 场 


根据 空间 问题 的 几何 方程 ， 其 6 个 应 变 分 量 与 3 个 位 移 分 量 之 间 的 关系 为 : 


「 -2 

dx 

dv 

[ sz 9y 

Ey Duo 

es ||. dz 

£6 二 = (2 -87) 

Yr Gu 9 
yy 9y 9zr 
du ， dw 
i 号 9y 
Pw ou 
Lor dz 


将 式 (2 -85) 代 入 式 (2 - 87) 得 : 
RN 44 


| 和 
六 


其 中 几何 矩阵 B 的 子 块 矩 阵 元 素 为 : 


(r=i, j, m, &) 


0 dad, c, 


d, 0 bb 


根据 空间 弹性 问题 应 力 与 应 变 的 关系 ， 将 式 (2 87) 代入 其 物理 方程 ， 得 到 ， 


o=De=DBé8® =S69 


其 中 弹性 矩阵 也 为 : 
[1 EE 0 0 0 
1l—p 1—p 
1 = 0 0 0 
lp 
尼 (1 一 由 。 
2 -2 0 0 
DT 
工 一 2 
对 称 2(1—w) 9 
1—24 
L 2(1—y) 
应 力矩 阵 5 为; 
S=[S, 9 S, S,] 
其 中 ， 
厂 pb, Aic, Aiq,] 
Ap Cr Aid, 
Ai Aib, Aic; d, . 
S,=DB, = 7, 9 ， 
6V acr AD 0 3 Ga , 
0 A, Asc, 
LA,d, 0 AD 
二 2 E(1—,) 
其 中 ， 人 人 


2.6.3 单元 刚度 矩阵 


根据 虚 位 移 原理 或 极 小 势能 原理 可 以 推导 其 单元 刚度 矩阵 为 
A 


(2- 88) 


(2— 89) 


(2— 90) 


人 


- ~ 一 -一 -一 -一 一 一 -- 一 ~ 一 -一 一 -一 一 -一 = 一 一 -一 一 -一 一 一 一 - 


k 
ke = | 一 BrDBV 一 | 


其 中 分 块 矩 阵 ,为 : 
k, =VBIDB, 
bbs+Aslcc;tdd,) Aibrcs+Azcb, Aibd;+A»db, 
= Nob EAB eA dp Ad de 
Aidb; 二 Asbd, Aidics+Ascd, dd;+ A (bb,tec) 
(r, s=i, J， m, k) (2 - 91) 
2.6.4 等 效 结 点 荷载 计算 
单元 等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
1 = [NipdV + | Nreds (2 ~ 92) 
设 单元 上 有 均匀 分 布 的 体积 力 : 


p=[p: p, p:] 
则 根据 式 (2 - 92) 可 计算 其 等 效 结 点 荷载 在 每 一 结 点 均 相同 ， 为 ， 
88 一世 [2 Dy pj” (r=1i, J， m, k) 
车 单元 ijm 面 上 有 线 分 布 的 荷载 4;， 它 在 i、j、m 三 点 的 大 小 分 别 为 : 
qs—[gs qx qz 了 
gr 一 Lqw gw qs 3 
gm 一 [gm gm gm] 
则 单元 等 效 结 点 荷载 为 : 
qs 十 六 (gy 二 qn) 


FE,= 计 Avm qx 十 去 (gy 十 gm) (i—>]—>m) 


ds + 元 (gs 十 gam ) 
F®,=0 


2. 了 空间 8 结 点 正六 面体 单元 


将 一 个 连续 体 划 分 为 四 面体 时 ， 由 于 空间 形象 难以 想象 ， 可 能 造成 单元 结 点 编码 错误 
或 漏 掉 单元 的 情况 ， 而 如 果 划 分 为 六 面体 单元 则 简单 得 多 。 因 此 ， 这 里 介绍 最 简单 的 8 结 点 
正六 面体 单元 (图 2. 23) 。 该 单元 以 正六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 ， 分 别 以 1 一 8 来 表示 ， 每 


RE 
i 
> 
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个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 因 此 该 单元 为 24 自由 度 单元 ， 其 结 点 位 移 和 矩阵 和 荷载 矩阵 分 别 为 ; 
63=[u wy wiw wm wi"iu ve wl 


F®=[F, F, F, : Fs F, F, Eo F,s Fs 下 


5Cab,c) 8(-a,b,-c) 


4(-a,b :C) 


2(a,—b,—c) 3(a,b—o) 


图 2.23 空间 8 结 点 正六 面体 单元 


2.7.1 单元 位 移 国 数 


根据 位 移 卫 数 应 满足 的 要 求 ， 因 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 根 据 帕 斯 卡 三 角形 ， 可 设 位 
| 2 一 4 十 azZ 十 asy 十 aiz 十 aszZy 十 a6yz 十 ayz 十 as 并 yz 
| v=bi 二 bros yO eb ryt be yz bzrt beryz (2 - 93) 
记 一 cl 十 czz 十 csy 十 ctz 十 csZy 十 ceyz 十 c7zZ 十 csyz 
设 单元 沿 z、y、z 轴 方 向 的 边 长 分 别 为 24、26、2c， 引 入 无 量 纲 坐标 : 
1 一 二， 6 
则 单元 的 形 函 数 可 以 统一 表示 为 : 
Ni 一 二 (1 二 6) to) +E) (1，2，3，…，8) (2-94) 


因此 ， 单 元 位 移 函 数 ， 


u N: 0 0O:N, 0 0.: :Ns 0 0 
中 - 0 N 0i:0 Ns 0 .. i0 N 0lpe 
w lo 0 No 0 NN: :0 0 Ns 
即 d@ 一 N6e (2 -95) 


2.7.2 单元 应 变 场 和 应 力 场 


根据 空间 问题 的 几何 方程 ， 将 式 (2 - 94) 代 人 式 (2- 86) 得 : 
如 一 LB, B; B; B, Bs, Bs B: Bs ] 68@ 一 Be (2 -96) 
其 中 几何 矩阵 B 的 子 块 矩阵 元 素 为 ， 


CB 
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H;: 0 0 
0 天 0 
1 0 0 J; 
B= i I H, 0 (一 1，2，3，…，8) (2—97) 
0 J I; 
J: 0 HH; 


这 里 可 得 : 
Hi:=bcé(1+ nn) 1+ tL) 
T=acn(l+éé) (1+ 5t) 
Ji=abt(l1+éé) (1 十 yy) 
根据 空间 弹性 问题 应 力 与 应 变 的 关系 ， 将 式 (2- 87) 代 人 其 物理 方程 ， 得 到 ， 


6 一 Ds 一 DB5e 一 S8@ (2— 98) 
设 
A A 
其 中 弹性 矩阵 了 为: 
1 A: A 0 0 0 
4 1 4 0 0 0 
D=A; A (2— 99) 
0 0 A 0 0 
0 0 0 0 A 0 
0 0 0 0 0 4， 
应 力矩 阵 $ 为 
S=[S! S$, SS SS S$ SS， Sa] 
其 中 ， 


(1 二 1， 2 3， i ! 8) (2 — 100) 


2.7.3 单元 刚度 失 阵 


根据 虚 位 移 原 理 或 极 小 势能 原理 可 以 推导 其 单元 刚度 矩阵 为 ; 
ku kK * kis 

je = | arpBdv 一 本 ， 和 

Kes! Ks … Ks 


NN_4 


4 
UL 


其 中 分 块 矩 阵 为: 


ks 一 | BTSsdrdydz = abc| | | BrS,dedrdt 


其 中 ， 
HH; + As (CT 万 十 JJ Ai 五 万 十 AT A1H:;] ;+A,JH; 
BrS,—sr A LH; 十 A: Hi;I; TT; A; CJ ;+ HH;) A LJ; 十 Az Jil 
A1JiH; +A, H;]; Ai Ji 万 十 AT J :J ;+As HH;+11;) 
故 
A 11 G12 G1 
ks =720 Go Cr cu (1， 7 一 ]1， 2，3，…，8) (2 — 101) 
G31 G2 Gas 


Gu 一 咏 c265 (3 十 7 ) (3+ bb;) +Asa’ (3+&é)) {357 ib; + mm [3+ (+c) Gib; ]) 
Gu =3abc’ (Aiéin; A2 mt; ) (3 bt;) 
Gs=3ab?c(A EL Az ié)) (3 my;) 
Ga =3abc’: (Aién;T Asméi) (3 et) 
Go =a? cm (3+EE) 3+ Ebb) + AB (3+ mm) (3 Cb; +éé; [3c + (a +e) bk;])} 
Go —=3a:bc(Aimti; t+ Az kin;) (3+Eé;) 
Ga =3ab’c(A bt; t Aséc;) (3 yy;) 
Gaz =3a°bc(A bin; Amti) (3+éé;) 
Gu —ar br Gib (3+88) (3 my) + A 3+ bb) (30 m0 + és [36+ (a? + ) py ]) 


| 2. 8 其 他 高 阶 单元 


2.8. 1 高 阶 平面 单元 


1. 平面 10 结 点 三 角形 单元 
前 面 介 绍 的 平面 3 结 点 和 6 结 点 三 角形 单元 分 别 为 一 次 和 二 次 单元 ， 为 了 提高 计算 精 
度 ， 有 时 需要 用 到 更 高 阶 的 单元 。 因 完全 三 次 多 项 式 有 10 
项 ， 故 除了 三 角形 3 个 顶点 外 ， 还 取 每 边 的 三 分 点 和 形 心 作 
为 结 点 ， 形 成 10 结 点 三 角形 单元 (图 2. 24) 。 

采用 面积 坐标 可 以 得 到 其 单元 的 形 函 数 为 ， 

角 结 点 ， 


Ni 一 六 Li(3L 一 DG3L 一 2 (i=1, 2,3) 


图 2.24 10 结 点 三 角形 单元 楼 边 上 结 点 : 


WY 
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nearedir net es OR eshte eos tere, ee HAAN sar eh snd eed osetia 


Ni 一 号 LILe(G3L 一 D， Ns—3 LL (3Ls —1) 


Ns—3 LL 31 —1), Ni =3LLs (3Ls—1) (2 — 102) 


Na 一 号 LDLC3L 一 D)， Nm 一 号 LDL (3L 一 1) 
表面 形 心 点 : 
和 No 一 27717 2 了 3; 
2, 8 结 点 和 12 结 点 矩形 单元 


如 图 2. 25(a) 所 示 的 8 结 点 矩形 单元 ， 除 矩形 4 个 顶点 外 ， 另 外 ， 取 每 边 的 中 点 共 8 
个 点 作为 结 点 ， 甚 单元 形 函 数 为 : 


1 > 


Ni 一 1 去 (1 一 名 )(1 十 977) (i=5, 7) (2- 103) 
于 (1 一 六 (1 十 6) (i=6, 8) 
4. 0130 7 3 wD 9 3 
11 f 8 
8 6 
I | 
1 5 2 1 5 6 2 
(a) 8 结 点 (b) 12 结 点 


2.25 8 结 点 和 12 结 点 矩形 单元 


如 图 2. 25(b) 所 示 的 12 结 点 矩形 单元 ， 除 矩形 4 个 顶点 外 ， 另 外 ， 取 每 边 的 三 分 点 共 
12 个 点 作为 结 点 ， 其 单元 形 函 数 为 : 


BUTE UT EOE +) 10] (i=1, 2, 3, 4) 
Ni 一 1 总 (1 十 56)(1 一 六)C1 十 9777) (i=7, 8, 11, 12) (2-104) 


访 (1+n9) (1 一 8) (1+98) (i=5, 6, 9, 10) 


2.8.2 高 阶 四 面体 单元 


1. 体积 坐标 


与 面积 坐标 一 样 ， 体 积 坐标 的 引入 将 简化 四 面体 单元 的 分 析 过 程 。 如 图 2. 26 所 示 四 
面体 中 取 一 点 P(x，y，z) 向 四 面体 4 个 顶点 连 成 直线 ， 这 时 原 四 面体 被 分 割 成 4 个 小 的 
四 面体 。 则 已 点 的 位 置 可 由 以 下 几 个 参数 来 确定 : 


NW 


V V 
Wve (2- 105) 

ee 

3 Ve 4 V 
这 里 Vi、 Vz、 V;、 Va 分 别 为 四 面体 P234.、 


4(x4y4,24) 


P341、P412、P123 的 体积 ， 上 述 四 个 比值 即 
称 为 P 点 的 体积 坐标 。 其 体积 坐标 与 直角 坐标 


1Couguz0 之 间 有 如 下 关系 : 
, 3(x3p3,23) Li a; pi cl d;i|lfil 
| | L, 1 |® bb; cc dz 
‘ x 2 L; 6V an bm Cm dn| |y 
图 2.26 体积 坐标 L as be ye del lz 


(2 — 106) 


式 中 ， a Day SC d,(r=i, 7， ms k) 的 定义 为 式 (2 - 85)。 显然 ， 体积 坐标 即 为 前 面 所 
述 4 结 点 四 面体 单元 形 函数 ， 即 


Li=Ni, Ls=N;, Ls=Nm, Ls=N; (2— 107) 
其 直角 坐标 与 体积 坐标 之 间 有 如 下 关系 : 
l 1 1 1 1 | [Li 
I Ti Zi Tm Thl| | 了 
y yi Yj; ym Yel lL 
i 之 i 之 天 Ls 
求 体积 坐标 的 寡 函 数 在 四 面体 上 的 积分 时 ， 与 面积 坐标 有 类 似 的 积分 公式 ， 
aT eT eTa 一 alolcldl 二 
| Ltrrtav = 6v rotctatal 0 
GT 了 上 Jec alblc! 0 
| .Ltrsrsd4 = 24 [全 下 和 六 《A 为 对 应 的 面积 ) 
4 =1. ob! _ 
| Lita 一 / at 〈! 为 对 应 的 边 长 ) 


2. 10 结 点 四 面体 单元 


前 面 所 述 的 4 结 点 四 面体 单元 是 一 种 常 应 变 单元 ， 其 位 移 函 数 是 线性 的 。 为 了 提高 计 
算 精度 ， 仿 照 平面 三 角形 单元 ， 在 四 面体 单元 的 6 条 边 的 中 点 增加 一 个 结 点 ， 这 样 该 单元 
就 变 成 了 10 结 点 四 面体 单元 [图 2. 27(a)]j， 该 单元 的 位 移 函 数 用 直角 坐标 表示 是 完全 的 
二 次 多 项 式 。 引 和 体积 坐 标 后 ， 其 单元 形 函 数 为 : 


角 结 点 : N;=L;(2L;—1) (一 1，2，3，4) 

校 边 上 结 点 : Ns=4LiLs, Ni 一 4L1L， 
入 一 4LL， Ns=4L:Ls (2 - 110) 
Ns=4LsLs, No 一 4L27L4 


单元 位 移 模式 为 : 
A 
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10 10 10 
& 一 >》， Nai C= DO) Niv, Tw 一 > Naw (2—111) 
i=1 i=] i=1 


(a) 10 结 点 (b) 20 结 点 


图 2.27 10 结 点 和 20 结 点 四 面体 单元 


3，20 结 点 四 面体 单元 


在 直角 坐标 系 中 ， 完 全 的 三 次 多 项 式 有 20 项 ， 四 面体 单元 的 位 移 函 数 如 果 取 完全 三 
次 多 项 式 ， 需 要 20 个 结 点 。 因 此 ， 取 四 面体 的 4 个 顶点 ，6 条 棱 边 的 三 等 分 点 以 及 四 个 表 
面 的 形 心 点 作为 结 点 ， 结 点 编码 如 图 2. 27(b) 所 示 。 用 体积 坐标 表示 ， 其 单元 形 函 数 为 : 


角 结 点 : N= 志 L.(3L:—1) (3L—2) (i=1, 2，3, 4) 
楼 边 上 结 点 Ns 一 L230 一 D， Ns=3LiL(3Ls 一 1) 


Ni—2LL30—D, N=—SLL(3L—1) C2- 112) 


表面 形 心 点 2 N17=27LiLzL;, Nis=27L1L;La 
Nig=27L1iLsLa 9 N» =27LoLsLs 


2.8.3 高 阶 六 面体 单元 


六 面体 单元 除了 前 面 叙述 的 8 结 点 单元 外 ， 通 常 还 有 20 结 点 和 32 结 点 六 面体 单元 。 
下 面 分 别 介绍 其 形 函 数 。 

1. 20 结 点 六 面体 单元 

该 类 型 单元 除了 六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 外 ， 在 每 条 棱 边 的 中 点 增加 一 个 结 点 ， 就 
得 到 图 2. 28(a) 所 示 的 20 结 点 六 面体 单元 。 由 于 每 个 结 点 有 三 个 位 移 分 量 ， 故 该 类 型 单元 
有 60 个 自由 度 ， 单 元 刚度 矩阵 为 60X 60 大 小 的 矩阵 。 引 入 三 个 自然 坐标 Es、 人 四 5( 一 1 反 
#，7，L<1)， 可 以 得 到 单元 形 函 数 为 : 


角 结 点 ;N; 一 言 (1 十 &6) C1 二) (1 十 G6) CE 十 wy 十 b 一 2) 


杰 边 中 点 : N; 一 了 (1 一) (+p (6) (一 0) (2- 113) 


NS》 


< | 
有 限 单元 法 (第 2 版 ) 


Ni= 寺 (1 一 了 )(1 二 66)(1 十 65) (n=0) 


1 


人) 20 结 点 (b) 32 结 点 


2.28 20 结 点 和 32 结 点 闪 面 体 单元 


2. 32 结 点 六 面体 单元 

该 类 型 单元 除了 六 面体 的 8 个 顶点 作为 结 点 外 ， 还 取 每 条 楼 边 的 三 分 点 作为 结 点 ， 就 
得 到 如 图 2. 28(b) 所 示 的 32 结 点 六 面体 单元 ， 其 单元 有 96 个 自由 度 ， 单 元 刚度 矩阵 的 大 
小 为 96X96。 同 样 ， 引 入 三 个 自然 坐标 s、 外 (一 1 委 6，7，5 委 1)， 可 以 得 到 单元 形 函 
数 为 : 


1 
角 结 点 : N; 一 64 (1 十 8)(1 十 pp) (1 十 5&6) [9(@ 十 了 FY 十 如 ) 一 19] 


| 
片 


棱 边 三 分 点 ，N' 一 贞 (1 一 名 )(1 十 956)(1 十 7I) (1 十 8) (8 (2- 114) 


—— 


N= tomm) Hes) (+) (n 


| | 
上 HF 
四 | wo 加 | 一 


N= + + +6) 人 


-一 


| 2. 9 等 参 单元 与 数值 积 


从 前 面 的 分 析 中 可 知 ， 单 元 位 移 函 数 多 项 式 的 次 数 越 高 ， 相 应 的 精度 也 越 高 。 从 另外 
一 个 方面 ， 对 一 些 具 有 曲线 边界 的 结构 ， 如 果 仍 采用 直 边 单元 ， 进 行 网 格 划分 时 可 能 存在 
以 折线 代替 曲线 所 带 来 单元 数量 大 量 增加 以 及 模型 上 的 误差 ， 这 种 误差 是 无 法 用 提高 位 移 
函数 的 精度 的 办 法 来 补偿 的 。 因 此 需要 构造 一 些 高 精度 的 曲 边 元 ， 以 便 在 一 定 的 精度 要 求 
下 ， 可 以 用 少数 的 单元 来 求解 。 但 是 要 构造 出 任意 形状 的 单元 来 满足 复杂 边界 问题 存在 多 
方面 的 困难 。 首 先是 难以 构造 出 满足 连续 性 条 件 的 位 移 函 数 ， 其 次 是 单元 分 析 中 出 现 积分 
难以 确定 积分 范围 ， 求 解 比较 困难 。 能 和 否 由 规则 形状 的 单元 衍生 一 种 不 规则 单元 呢 ? 

数学 上 通过 函数 的 映射 关系 ， 可 以 将 一 种 图 形 上 映射 成 另外 一 种 图 形 ， 如 最 常用 到 的 
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Fourier 变换 。 因 此 我 们 可 以 将 一 个 坐标 系 下 形状 复杂 的 几何 边界 映射 到 另外 一 个 坐标 系 
下 形成 规则 形状 的 几何 边界 ， 反 之 ， 也 可 以 将 复杂 简单 规则 形状 的 几何 边界 映射 成 复杂 的 
曲 边界 ， 即 建立 它们 的 一 一 对 应 关系 。 那 么 ， 可 以 将 满足 收敛 条 件 的 形状 规则 的 高 精度 单 
元 作为 基本 单元 ， 通 过 坐标 变换 映射 成 边界 任意 的 单元 作为 有 限 元 分 析 的 实际 单元 。 

由 基本 单元 映射 实际 单元 的 方法 有 多 种 ， 在 有 限 单元 法 中 最 普遍 采用 的 等 参 变换 ， 即 
坐标 变换 和 单元 内 场 函 数 采用 相同 数目 的 结 点 参数 和 相同 的 插值 函数 ， 这 种 变换 能 够 满足 
坐标 变换 的 相 容 性 。 


2.9.1 等 参 变换 


若 要 将 局 部 坐标 系 O'ém (三 维 ) 或 O'gen( 二 维 ) 中 几何 形状 规则 的 单元 与 整体 坐标 系 
Oxyz 或 Ozy 中 几何 形状 不 规则 的 单元 建立 一 一 对 应 关系 (图 2.29、 图 2. 30)， 必 须 建立 
整体 坐标 与 局 部 坐标 的 关系 ， 即 

X=x(€, 1, 6 y=y(é, 1 OD, z=z(é, yO) (2—115) 


. , 
CLD) (1,1) 0 y ，， 
4 
SA | 和 
1 5 2 > 
C1-1) (1-D 站 1 5 2 


图 2. 29 二 维 单元 的 坐标 变换 


(1 一 11) C1,1,1) 


(1,—1,—1) (1,1,—1) * 
2.30 ”三维 单元 的 坐标 变换 


若 要 建立 式 (2- 115) 所 示 的 变换 关系 ， 通 常 最 简单 的 方法 是 将 其 表示 成 插值 函数 的 形 
式 ， 即 


之 一 了 > Ni(é, m0 DZ 
并 一 > Ni(é, DZ 

EC 或 4y 一 DUNC€, nO)y; (2- 116) 
y 二 2 NCé, Dy 
和 之 二 2 Ni DD) zi 


其 中 表示 变换 的 单元 结 点 数 ，x;、y;、zi 是 结 点 在 Oxy 坐标 系 中 的 坐标 ，N; 是 用 局 部 坐 
标 表示 的 插值 基 顶 数 。 满 足 : 


ie 


GD) N,( a ) 
r [a 1:» C 0 (rs) r,s 9 9 9 了 2 
i=1 


由 前 面 的 分 析 可 知 ， 位 移 孙 数 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


& 一 DI NG, Ou 
w=— DN,CE, Du 人 
国 或 40 PINS Ov (2- 117) 
v= DU NCE, WD Ts 
w 一 Ne Dw 


可 以 看 到 坐标 变换 关系 和 位 移 函 数 捅 值 形 式 上 是 相同 的 ， 都 采用 相同 数目 的 结 点 ， 并 且 使 
用 相同 的 插值 函数 ， 故 这 种 变换 称 为 等 参数 变换 (简称 等 参 变换 )。 由 于 有 限 单元 法 分 析 
时 ， 涉 及 对 形 函 数 求 关于 x、y、z 的 偏 导数 以 及 对 坐标 变量 积分 ， 因 此 需要 建立 整体 坐标 
系 与 局 部 坐标 系 之 间 的 关系 。 
1. 偏 导数 之 间 的 关系 
由 于 坐标 变量 x、y、z 是 关于 变量 上 、7、5 的 函数 ， 反 过 来 ，6、 人 四 5 是 关于 之、》、 
xz 的 函数 ， 按 照 多 元 函数 偏 微分 的 规则 ， 捅 值 函 数 N; 对 局 部 坐标 & 的 偏 导数 可 以 写成 
9Ni_ 9N:i ar | 9Ni9y | 9Ni gz 
a dr dy az 扑 
同样 可 以 类 似 地 写 出 插值 画 数 Ni; 对 局 部 坐标 7、 的 偏 导数 ， 写 成 矩阵 形式 有 : 


9N. ar 9y Bz] [aN: 
ag a gE Hl! ar 
9Ni|_Ia az ||9N; = 
有 ee a By (2—118) 
aNi| |az ar 9z|| aN 
3 a a Ail az 
定义 
[az ay 3z 
a a a 
2 ax az 
JG， 7 = 0 (2—119) 
ar az dx 
Lar ae 9 


称 J(6，7， 甸 为 雅 可 比 (Jacobi) 和 矩阵， 将 式 (2- 116) 代 人 式 (2 - 119) 得 : 
Ch A 
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EO TT avkiiailtripotsotm 了 LVRNNgaraagiNsRTHagrhmaougaaoRetPeohgp 抽 go 


一 nn aN; n Ni n aN: 
和 
“ON; AN, 2 ON; 
J /A ) = 四 ee : i 
ee 
SA 
I 
[ooN 93N; ON， 
a 3 oe TX1 VY Zl 
aNi aN, ee aN, TX2 2 之 1 加 
a 妨 7 , ; (2 -120) 
am 9Nz aN Xn Vn Zn 
L 9c ok 9 
车 de 霜 隆 0， 则 可 以 得 到 : 
91 9 
GZ 9 
| 一 六 | Ee 
Eile (2 -121) 
9 .9 
9zJ 9 


这 里 detJ 表示 了 和 矩阵 对 应 行列 式 的 值 ，. 广 :表示 J 矩阵 的 道 矩 阵 。 
2. 雅 可 比 (Jacobi) 天 阵 计算 程序 


float Plane jacobi (float**XY,float**DN,float**Jacobi,float**InvJjacobi,float** 


DNxy, int numNode) 


输入 : 
numNode: 单 元 结 点 数 
XY: 结 点 坐标 数组 ， numNode x 2 
DN: 形 函数 关于 局 部 坐标 的 偏 导数 数组 ， numNode x 2 
输出 : 
Jacobi : 雅 可 比 矩 阵 数组 ,2* 2 


InvJacobi : 雅 可 比 矩 阵 的 道 矩 阵 数组 ,2x 2 
DNxy: 形 了 滑 数 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导数 数组 ,numNode x 2 
返回 : 
雅 可 比 和 矩阵 行列 式 的 值 


int dim=2; // 表示 二 维 
int i,j,Kk; 


float detyJ; 
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// 计算 jacobi 和 矩阵 
for(i=0;i<dim;i++){ 
for (j=0;j<Gim;j++){ 
Jacobi[ i][j]=0. 0; 
for (k=0;k<numNode; kt+) Jacobi[i]J[jj+=DNEkJCi]*xYCxJ[j]; 
} 
} 
// 计算 jacobi 和 矩阵 行列 式 的 值 
detJ=Jacobi[0jLoj* Jacobi[1]J[1]- Jacobi[0J[1]* Jacobi[1]J[0]; 
if (fabs (detJ)<]. 0e-10) exit(0); 


// 计算 jacobi 矩阵 的 逆 和 矩阵 
InvJjacobi[ 0J[0]=Jacobi[1|[1]/detyJ; 
InvJjacobi[0][1j=-Jacobi[L0J[1j/detyJ; 
InvJjacobi[ 1][0]=- Jacobi[1]L0]/dety; 
InvJjacobi[ 1][L1]=Jacobi[ 0][L0]/detJ; 


// 计算 形 函 数 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导 数 
for (i=0;i<numNode;i++)1{ 
for{j=0;j<dim;j++){ 
DNxy[L i][j]=0. 0; 
for (k=0;k<dim; kt+) DNxyL ij[j]+=Invjacobi[j]Ckj* Iai]Cxk]; 
} 
} 


returndetyJ; 


} 
3. 体积 微 元 、 面 积 微 元 的 变换 
在 整体 坐标 系 内 贝 、dm、d 所 形成 的 体积 微 元 为 : 


dV=dé * (dnX di) (2 -122) 
其 中 ， 
dé= 二 di 十 6 十 全 d 
d 一 订 di 十 翅 dj dk (2- 123) 


4 一 他 dtit 让 dk 


这 里 i、j， re 中 xz、y、 A. 将 式 (2 - 123) 代 入 
式 (2-122)， 可 以 得 到 : 


ar 3y 3z 
9 dE 2 
| 并 红 红 三 了 
dV 一 dédyd¢ detJdédrd £ (2 — 124) 
or 9r oz 


OO ODO OER DDR 


关于 面积 微 元 ， 如 在 $=c( 常 数 ) 的 面 上 ， 有 
dA =det(dyX dé) 


Oy dz 9y dz\’ 9z 9 gz Or\? ord az dy\? 1 
-[( 汽 基 -党 宫 ) +( 散 第 -器 各 ) (下 灌注 翅 ) 」 dd 

=Adyd 5 (2 -125) 
经 过 上 述 变换 后 ， 对 于 不 规则 区 域 的 积分 最 终 转 化 成 在 规则 区 域内 的 积分 ， 如 : 


[Gy drdydz =| | ,| G6° (em DdetJdedndt 


| gCzy,2)dA 一 国 攻 3 (cn OAdrd 5 
对 于 二 维 情况 ， 上 面 各 式 进 行 相应 的 简化 ， 如 Jacobi 矩阵 为 : 


"oN SaN, aN 3aN . Ni| | 电 
Je 人 计 Et 包 AY 三 经 ot 9 | zz yz 
a 
=1 op i=1 n> 27 27 21 Ta Vn 
(2 一 126) 
两 偏 导数 之 间 的 关系 为 : 
_9 9 
9 9 
= (2 - 127) 
.I 
dé 和 在 笛 卡 尔 坐标 系 内 形成 的 面积 微 元 为 : 
dA=detJdédy (2 — 128) 
在 6 一 < 的 曲线 上 ，dy 的 微 线段 长 度 为 ， 
rz 区 9y 2-1/2 E 
ds=| ( |) +( ) | dy=sdy (2 - 129) 


4， 面积 或 体积 坐标 与 稍 卡 尔 坐 标 之 间 的 变换 
因为 面积 坐标 和 体积 坐标 不 是 完全 对 立 ， 如 面积 坐标 之 间 有 Li 十 Lz 十 Ls 二 1， 体积 华 
标 之 间 有 二 十 La 十 Ls 十 L4 一 1， 因 此 可 以 重新 定义 新 的 坐标 变量 ， 如 对 于 三 维 问题 ， 可 设 
é=L1, y=L:, t=—Ls 
则 有 
1 一 上 17 一生 二 
那么 ， 相 应 的 偏 导数 之 间 的 关系 变 为 ，; 
aN;_ Ni aL: aNi Ls | aNi; aLs | oN: ol _ oN: ON 
-91'a1 CE a2 3 a dL 


aa 9Ni (2- 130) 
97 aL» aLy 
ONi_ Ni aN; 
dg aLs aLs | 
二 维 情况 ， é=L1,， 7 一 了 >， 1 一 和 二 了 


| 
NR--- | 


政 ， NaN_ 9N: a3N;_ 9N;_ aN: 
: 0 Li aLs 97 aL, aL, 


同时 ， 体 积 微 元 和 面积 微 元 的 积分 限 必须 做 必要 的 修改 ， 
| .Glz,y,2)drdydz = | Cé,n, 0 detJdLidLdL, 


2.9.2 平面 4 结 点 四 边 形 等 参 单 元 


前 面 介绍 的 矩形 双 线 性 单元 虽然 有 较 高 的 计算 精度 ， 但 只 能 适应 比较 规则 的 区 域 ， 对 
不 规则 的 区 域 ， 必 须 用 任意 的 四 边 形 单元 来 代替 。 

1. 单元 位 移 肖 数 

如 图 2. 31 所 示 为 边 长 为 2 的 正方 形 标准 单元 和 直 四 边 形 单元 。 由 式 (2 - 33) 知 道 ， 标 
准 单元 的 位 移 函 数 为 : 
辆 区 区 0 N 0 N 0 N 0 
JJ LO N: 0 N, 0 N 0 MN 
其 中 ，N 为 标准 单元 的 形 函 数 矩 阵 ， 且 


NiC€, 用 一 二 (1 二 6) (toy) G1, 2, 3, 4) (2- 132) 


je =N6® (2- 131) 


3(1,1) 


4C1-—D) 


(a) 标准 元 (b) 直 四 边 形 单元 
2.31 平面 4 结 点 四 边 形 等 参 单元 


对 于 标准 单元 的 计算 ， 可 以 按照 前 面 介绍 的 抢 形 单元 分 析 的 步骤 进行 。 它 本 身 并 没有 
多 大 的 使 用 价值 ， 但 可 以 利用 它 得 到 实际 计算 单元 。 利 用 形 函 数 表 达 式 (2- 132) 做 如 下 的 
坐标 变换 ， 


《2- 133) 


网 DNiCE Da 
y(€,7) 一 2 NE DY 
使 得 图 2. 31(a) 中 馈 平 面 上 的 四 个 角 点 分 别 映射 为 图 2. 31(b) 中 zy 平面 上 的 四 个 角 点 。 
如 果 对 实际 计算 单元 的 位 移 函 数 仍 采用 标准 元 的 形 函 数 ， 即 式 (2 - 132)， 可 以 证 明 它 满足 


完备 性 和 协调 性 的 要 求 。 由 于 描述 单元 变形 的 函数 和 描述 单元 几何 形状 的 函数 相同 ， 故 称 
计算 元 为 等 参 元 (iso - parametric element) 。 下 面 是 计算 平面 4 结 点 等 参 单 元 的 形 函 数 及 其 


连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


ee 第 2 章 
导数 (对 局 部 坐标 ) 。 

void Plane 04 N(float s,float t,float*N,float**DN) 

/* -----------------------------~---~-~---~---~--~~----------~-~--------~~--~~~---- 一 
功能 :计算 平面 4 结 点 等 参 单 元 的 形 函 数 及 其 导数 (对 局 部 坐标 ) 
输入 : 

s: 局 部 坐标 x 方向 

t: 局 部 坐标 y 方向 

输出 : 

N: 存 放 形 函数 ,大 小 NL4] 

DN: 存 放 形 隆 数 导数 ,大 小 DNL4jL2] 
EE */ 
{ 

if (N!= NULL){ 
NL0jJ=0. 25* (1. 0-s)* (1. 0-t); 
NL1]=0. 25* (1. 0+s)* (1. 0-t); 
NL2]=0. 25* (1. 0+s)* (1. 0+t); 
NL3]=0, 25* (1.0- s)* (1. 0+t); 

} 

if (DN! =NULL){ 
DN[L0J[0J= 0.25* (-1+t); // 对 s 求 偏 导数 
DNL1][0]= 0.25* (1-t); 
DNL2]jLoj= 0.25* (1+t); 
DNL3][o]j= 0.25* (-1-t); 
DNLOJ[1]= 0.25* (-1+s); // 对 上 + 上 求 偏 导数 
DNL1]L1]= 0.25* (-1-s); 
DNL2][1]= 0.25* (1+s); 
DNL3]j[1]= 0.25* (1-s); 

} 

} 


2， 单 元 应 变 场 
将 位 移 孙 数 式 (2 -131) 代 人 几何 方程 ， 可 以 得 到 其 应 变 场 ; 
gu 
‘ar 
£6= 一 86e8 一 [B， 有 B; B,] 6° 
du | gm 
ay ax 
式 中 : 


(2~ 134) 


4 


ee 


dz 
B=| 0 人 (一 1，2，3，4) 
> 
9y DZz 
根据 复合 函数 求 导 规则 ， 有 
9 oz 9y||-2 
9€| |9 dllar 
_9 az | 
on 97 97 9y 
定义 
az ay 
| 大 
97 97 
称 J(é&， 四 为 雅 可 比 (Jacob 让 矩阵 ， 若 detJ 隆 09， 则 可 以 得 到 : 
_9 9 
9r| a ge 
ee 
9y qn 
将 式 (2- 133) 代 人 式 (2- 137) 得 : 
"oN; wh 9N; aN: 39N: 9N: aN,] |™! 
es 沁 EE 和 EY _|¥ EE PE ||z; 
”7 4 aN > DN; , AaNil aN, aNs 9N4 ei 
| 9y Sa 97 > 9y 97 97 gy 元 
其 中 ， 
Ni 
-无 一 二 SG 十 9 有 
AN (一 1，2，3，4) 
= (1+88) 
故 为 雅 可 比 矩 阵 J(e， 作 为 
1 31 
人 名 (1 十 六 力 名 (1 十 六 人 | Xe yz 
4 办 (1 十 名 人 mlliéé) ptée 大 (1 十 和 6 | rs ys 
-4 VY 
设 
4 4 4 4 4 
A= > énizi,B = 2 émiyise 一 了 > Sziyez To Dj mrives 3 Déyives 
记 1 记 1 i=1 =1 i=1 
则 


(2— 135) 


(2—136) 


(2— 137) 


(2—138) 


yz2 
V3 


〈2- 139) 


(2— 140) 


(2—141) 


4 
= 2 


连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


ETERSOOOVTOTORCOOOOO OONONOOT OT OTOTO OEOOOOE OOT TNETOOO 


B 
ER 人 ?| (2— 142) 
4 ez 十 AE e4 十 BE 
其 对 应 行列 式 的 值 : 

de 一 让 [ee 一 ae) 十 (Ba 一 AeD)6+(C4Ae 一 Beo) 帮 (2— 143) 

当 detJ 汉 0 时 ,J 存在 逆 矩 阵 ， 即 

| | cs 十 BE | 

(2- 144) 


下 面 是 计算 平面 等 参 单元 几何 矩阵 的 子 程序 ， 该 程序 对 于 4 结 点 和 8 结 点 等 参 单 元 均 
适应 ， 关 于 雅 可 比 和 矩阵 的 计算 程序 见 2. 9. 1 节 内 容 。 


void plane B(float**DNxy,float**B,int numEleNode) 


输入 : 

numEleNode: 单 元 结 点 数 

DNxy: 形 函数 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导数 ,DNxy[ i][0j] 对 x， DNxy[Lij[1] 对 y 
输出 : 

B: 几 何 和 矩阵 ,大 小 BL3][2* numEleNode] 


int i,i2; 


for (i=0;i<numEleNode;i++){ 


i2=i*2; 
BLOJLi2]=DNxyL i][L0];BLOl[i2+1]=0. 0; 
BL1][i2]=0. 0; BL1]Li2+1]=DNxyLi][1]， 


BL2][i2]=DNxyL i][1];BL2][i2+1]=DNxy[ i][0]; 


} 


讨论 : 什么 情况 下 detJ 关 0 呢 ? 

从 式 (2- 143) 可 以 看 出 ，detj 是 <E、7 的 线性 函数 ， 要 使 detJ 冯 0 在 整个 单元 上 成 立 ， 
只 需要 求 detj 在 4 个 结 点 处 的 值 具有 同一 符号 即 可 。 因 为 由 线性 函数 的 性 质 可 知 ， 这 时 
dety 在 整个 单元 也 将 有 同一 的 符号 ， 从 而 使 得 dety 天 0。 

以 结 点 1 为 例 ， 将 局 部 坐标 (一 1， 一 1) 代 人 式 (2- 143) 有 : 
detci ob 一 革 ee = 二 hzlising, 
这 里 b 为 整体 坐标 系 任意 四 边 形 单元 的 12 边 和 14 边 所 夹 的 角 ，iiz 为 12 边 的 长 度 ，i14 为 
14 边 的 长 度 [图 2. 32(a) ]。 同 理 ， 可 得 在 其 他 结 点 上 的 detJ: 


1 a 1 : 1 i 
detJa,-» lls sings ,detJ a, = 了 lala sings ,detJ nb = Zas Sin 


WW 


罗 ， 
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由 于 四 边 形 内 角 和 为 2r， 即 
十 ty 十 Gy 十 0 二 2x 

所 以 只 有 在 

0~0:<~x (一 1，2，3，4) 
的 条 件 下 才 会 使 detJ 符号 一 致 ， 且 大 于 0。 这 说 明 为 保证 detJ 隆 90， 在 整体 坐标 系 下 划分 
的 四 边 形 必须 为 凸 的 四 边 形 ， 而 不 能 出 现 有 一 个 内 角 大 于 x 的 媚 四 边 形 ， 如 图 2. 32(b) 所 
示 右 边 的 单元 划分 是 错误 的 。 通 常 ， 为 了 保证 计算 的 精度 ， 在 划分 单元 时 尽量 使 四 边 形 形 
状 接近 正方 形 。 


(a) 正确 形状 (b) 错误 形状 
2.32 ”四边形 的 形状 


3. 单元 应 力 场 
与 前 面 分 析 的 一 样 ， 单 元 内 的 应 力 场 为 : 
o=DB8®=S689= [S$ S$§, S$ S$,] 69 (2— 145) 
对 于 平面 应 力 问 题 ， 其 中 ， 
Ni Ni 
dz 人 9y 
E aN, aN, : 
$=—DB,—1— 站 ay (一 1，2，3，4) (2- 146) 


1 一 waN，1 一 waNi 
2 dy 2 ax 
下 面 是 计算 平面 等 参 单元 应 力矩 阵 的 子 程序 。 


void plane S(float ** D,float**B,float**S,int numEleNode) 


功能 : 计算 平面 等 参 单元 应 力矩 阵 Ss=D*B 
输入 : 
numEleNode: 单元 结 点 数 
D: 弹性 矩阵 3* 3 
B: 几何 矩阵 3* (numEleNode* 2) 
输出 : 
Ss: 应 力矩 阵 ，3* (numEleNode* 2) 


第 2 前 。 连续 体 结构 的 有 限 单元 法 


int i, j, k; 
for{(i=0;i<3;i++) { 
for (j=0;j<numEleNode*2;j++) { 
s [ij[j] =0. 0; 
for (KX=0;k<3;k++) Ss [il[j] +=D [ix *B [[]; 


} 
4. 单元 刚度 矩阵 


单元 刚度 矩阵 为 : 
Ke = | arpBdy 至 h| BTDBdA = a| |_BrDBdetdedy (2- 147) 
式 中 ， 为 单元 厚度 。k® 可 划分 为 子 和 矩阵 的 形式 ， 子 矩阵 的 计算 公式 为 : 
ks = 中 | BFpB， [Jldédy (i,j = 1,2,3,4) (2— 148) 
对 于 平面 应 力 问 题 ， 


BN; 9N; , 1—y 9N; aNi Ni 9N; | 1 一 waNi 9N,; 
EE dr 9r 2 9y 9y KL az 9y 2 9y ar 
lp | BaNi oN,; 二] 一 kaNVaN 9N:;aN; ,1p aNi oN,; 
上 ay ar 2 ar ay dy 9y 2 ar Ar 
(i, 7 一 1， 2 3， 4) (2 -149) 


BIDB ,一 


其 单元 刚度 矩阵 计算 子 程序 如 下 : 


void Plane Q4 ke (INFO NODE* node, INFO MATRIAL*matrial,int*eNd, int em, 


float**ke,int ngaus,int flag) 


node: 结 构 数 组 ,存放 结 点 信息 
matrial: 材 料 特性 数组 ,存放 弹性 模 量 等 数据 
eNd: 单 元 结 点 编号 
em: 单 元 材料 号 ,从 1 开始 
Ksai :高 斯 积分 点 
Weight: 高 斯 积分 点 权 系 数 

ngaus: 高 斯 积分 点 数 

flag:>0 平 面 应 力 问题 ;<=0 平 面 应 变 问 题 
输出 : 
ke :单元 刚度 矩阵 ,8* 8 
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int dim=2; 

int numNodeElem=4; 

int dofElem=8; 

int i,j,k,ig,jg:; 

float s,t,coef; 

float**eXY=NULL:; 

float E,mu,h; 

float detyu; 

float* *D=NULL; 

float*N= NULL; 

float**DN= NULL; 

float**DNxy= NULL; 

float**B; 

float**S,; 

float** Jacobi=NULL; 
float**Invjacobi=NULL; 

float* Ksai=NULL;? // 高 斯 积分 点 位 置 
float* Weight=NULL; // 高斯 积分 点 权 系 数 


Ksai=alloclfloat (ngaus); 
Weight=alloclfloat (ngaus); 

D =alloc2float (3,3); 

N =alloclfloat (numNodeElem); 

B =alloc2float (3,dofElem); 

S =alloc2float (3,GofElem) : 
eXY=alloc2float (numNodeElem, dim); 
DN =alloc2float (numNodeElem,dim); 
DNxy=alloc2float (numNodeElem, dim); 
Jacobi=alloc2float (dim, dim); 
InvJjacobi=alloc2float (dim, dim); 


// 求 取 高 斯 积分 点 权 系 数 


gauss_coef (ngaus, Ksai, Weight); 


// 从 总 的 结 点 坐标 中 取出 本 单元 的 结 点 坐标 

for (i=0; i<numNodeElem;i++){ 
exY[i][0]=nodeLeNo[i]-1]. x; 
exY[i][1]=nodeLeNd[i]-1 J. y; 


// 从 材料 库 中 取出 本 单元 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 
E=matrial[em-1].E; 


m=matrial[em-1|] .mu; 


CW/ 
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h=matrial[em-1 ].h， 


// 单元 刚度 矩阵 置 0 
for (i=0;i<dofElem;i++)t{ 
for (j=0;j<dofElem; j++)ke[Lil][j]=0. 0; 


// 计算 弹性 矩阵 D 


Plane elastic matrix (ErmurDrflag)? 


for (ig=0;ig<ngaus;ig++){ 
for (jg=0;jg<ngaus;jg+t+)1 


s=Ksail ig]; 

t=Ksai[jgj]; 

plane_ Q4 N(s,t,N,DN) ; // 计算 形 函 数 N, 其 关于 局 部 坐标 的 导数 DN 
detJ=plane jacobi (eXY, DN, Jacobi, InvJjacobi, DNxy, nurNodeElem) ; 
plane B (DNxy,B,numNodeElem); 

plane S(D,B,S,numNodeElem); 


coef=h*detJ*Weight[ ig]*Weight[jg]; 
// 计算 上 三 角 和 矩阵 
for (i=0;i< dofElem;i++)! 
for (j=i;j<dofElem;j++){ 
for (X=0;k< 3;k++)keLi][jl+=coef*BLkILi]* SLxJ[j]; 


} 
// 形成 下 三 角 和 矩阵 
for(i=1l;i<dofElem;i++){ 

for (j=0;j¢i;j++)ke[ij[jJ=ke[Lj][i]; 


} 
结 点 信息 结构 的 定义 : 


typedef Struct{ 
int n; // 结 点 自由 度 
float x,y,z; 


int *ms; // 结 点 位 移 编码 
float *u; // 结 点 位 移 
}INFO_NODE; 


材料 信息 结构 的 定义 : 
4 


> | 
i TN 


typedef struct!{ 


float E; // 弹性 模 量 
float G; // 剪 切 模 量 
float A; // 截面 面积 
float Ip; // 极 惯 性 矩 
float Iy; // 绕 y 轴 惯性 矩 
float Iz; // 绕 z 轴 惯 性 矩 
float mu; // 泊 松 比 
float h; // 单元 厚度 


}INFO MATRIAL; 


5， 等 效 结 点 荷载 计算 
1) 集中 力 
单元 上 任意 点 受 集中 力 了 一 [LF。 下 , ] 作用 时 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
FR=N'F 
2) 体积 力 
设 单元 内 单位 体积 上 作用 的 体积 力 为 p, 一 [ps。 Pps] ， 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 
结 点 荷载 为 ， 
r=] J we luae 

ne ee | Pw 

3) 表面 力 


设 单元 某 边 上 作用 的 表面 力 为 p. 二 Lp。 ps]， 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 结 点 


力 为 : 


F® = hn] N' [? “| 


下 面 是 表面 力 等 效 结 点 荷载 的 子 程序 ， 


void plane Q4 load (INFO_ NODE* node, int eNo, int* eNd, int* nNoLoad, float* *press, int 


输出 : 


NS 


vs AA 


nGaus, float* eLoad) 


node: 结 构 数 组 ,存放 结 点 信息 

eNo: 作 用 单元 号 

eNd: 单 元 结 点 号 ,eNdL 4] 

nNoLoad: 作 用 结 点 号 , nNoLoad[ 2] 

press : 结 点 处 的 荷载 大 小 ,2* 2， pressL0j][0] 一 第 1 个 结 点 x 方向 ， 
press[L0][1j 一 第 1 个 结 点 y 方 向 ， 

nGaus :高 斯 积分 点 数 


eLoad: 单 元 等 效 结 点 荷载 
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int i,j,ig; 

float s; 

float* *eXY=NULL; 

£loat* Ni=NUOLL; 

float* DNi=NULL; 

float* r=NULL; 

float pgash[2], dgash[ 2], Px, Py; 


int dofNode=2; // 结 点 自由 度数 

int dofElemy // 单 元 自由 度数 

int numNodeElem= 4; // 单元 结 点 数 

int numNodeLoad=2; // 面 荷载 作用 边界 结 点 数 
dofElem=dofNode* numNodeElem; 

// 高 斯 积分 点 及 其 权 系数 


float* ksai,*Hk; 

ksai=alloclfloat (nGaus}}; 

Hk =alloclfloat (nGaus); 

gauss_ coef (nGaus, ksai, Hk); 

Ni =allioclfloat (numNodeLoad); 

DNi =alloclfloat (numNodeLoad); 

r =allocilfloat (dofNode* numNodeLoad); 

eXY=alloc2float (numNodeLoad, dofNode); 

// 从 总 的 结 点 坐标 中 取出 面 荷载 作用 边界 结 点 坐标 

for (i=0;i<numNodeLoaG; i++)1{ 
exY[iJj[0j=nodeLnNoLoad[i]-1].x; 
exY[i][1j=node[ nNoLoad[i]-1].y; 


for (i=0;i<dofElem;i++)r[Lij=0. 0; 
for(ig=0;ig<nGaus;ig++){ 
s=ksai[ig]; 
// 计算 边界 处 的 形 函 数 及 其 偏 导数 
NiLO]=0.S* (1. 0-s); 
Ni[1j=0., 5* (1. 0+s); 
DNi[0]=~0. 5; 
DNi[L1]=0. 5; 
// 计算 压力 在 x、y 方 向 的 值 
for (i=0;i<dofNode;i++){ 
pgash[ i]=0. 0; 
dgash[ i]=0. 0; 
for (j=0;j<numNodeLoad;j++)})1{ 


到 
RAR 


pgash[ il+=press[j][i]*Ni[j]; 
dgash[ i]+=exY[ jCi]* DNi[j]; 
} 
} 
Px=dgash[0]*pgash[1]-dgash[1]*pgashL0j; 
py=dgash[ 0]*pgash[ 0]-dgash[L1]* pgash[1]; 
// 计算 在 结 点 处 的 等 效 荷载 
for{i=0;i<numNodeLoadG;i++)1 
r[2*i]+=Px*Ni[i]*Hk[Lig]; 
r[2*i+1]+=Py*Ni[i]*Hk[Eig]; 
} 
} 
// 按 结 点 顺序 存放 单元 等 效 结 点 荷载 
for (i=0;i<numNodeElem;i++){ 
for (j=0;j<numNodeLoad; j++){ 
if (nNoLoad[ j ]==eNd[Li]) { 
eLoad[2*il+ =r[2*j]; 
eLoad[ 2*i+1]+=r[2*j+1]; 
break; 


} 


2.9.3 平面 8 结 点 四 边 形 等 参 单 元 


由 于 4 结 点 四 边 形 等 参 单元 的 边界 是 直线 ， 对 一 些 曲线 区 域 进 行 划 分 时 适应 能 力 较 
差 。 为 了 进一步 提高 计算 精度 ， 可 以 在 4 结 
点 四 边 形 基 础 上 增加 结 点 数目 ， 提 高 位 移 函 
数 的 阶 数 ， 其 中 使 用 比较 多 的 是 8 结 点 曲 四 


边 形 等 参 单 元 (图 2. 33) 。 
设 其 结 点 如 图 2. 33 所 示 ， 在 局 部 坐标 
图 2.33 8 结 点 曲 四 边 形 等 参 单元 系 ，8 个 结 点 的 坐标 分 别 为 : 1( 一 1}， 一 1), 2 


(1]， = 3 (1, 1 )， 4( 一 1 1)， 5(0, 
一 1)， 6(1， 0)， 7(0， 1)， 1C=—=13 0)。 其 插值 函数 为 : 


二 G1 十 全)G1 二 7)(88 十 7 一 DG 一 1，2，3， 多 
让 8) (mn) (i=5, 7) (2- 150) 
1 i 

F070+6é) (i=6, 8) 
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tds emg tomtom toi 


tori re ee ec eee ee tere 


此 时 坐标 变换 的 雅 可 比 矩阵 为 : 


8 
yaNe， WAN) [am am ... Ne]l™ » 
J (ED 二 < 个 生疏 | 发 9 和 | iz ye 
了 
oan Eh o7 97 97 Xs Ys 


通过 坐标 变换 关系 式 (2 - 116) 可 知 整 体 坐 标 系 下 单元 的 形状 。 以 局 部 坐标 下 单元 的 
263 边 为 例 ， 其 直线 方程 为 =1， 将 其 代入 式 (2 -116)，、 可 得 : 
人 
y=—=d¥ +entf 
消去 参数 7， 可 知 是 一 条 抛物 线 方程 。 
同样 ， 为 了 保证 detJ 隆 9、 类 似 于 前 面 4 结 点 等 参 单 元 的 分 析 ， 单 元 形状 必须 有 一 定 
的 限制 。 ee 
元 上 出 现 交 点 (图 2. 34) ， 否 则 会 使 计算 无 法 进行 


Nb ba 


2.34 错误 的 单元 形状 


2.9.4 空间 轴 对 称 等 参 单元 


1， 单 元 刚度 矩阵 
在 空间 轴 对 称 问 题 中 ， 采 用 的 整体 坐标 系 是 圆柱 坐标 系 。 如 图 2. 35 所 示 的 4 结 点 四 
边 形 等 参 单元 ， 其 坐标 系 的 映射 关系 和 位 移 模式 分 别 采 用 下 列 形式 : 
a ZN 之 一 2 Niz: 


4 4 
4 一 2 Na w 一 2 New (2-151) 


其 中 形 函数 取 为 式 (2 - 132)。 对 于 8 结 点 轴 对 称 等 参 元 ， 式 (2 - 151) 中 4 变 为 8， 相 应 的 
形 函 数 为 (2 -150) 。 应 变 场 为 ; 


一 了 09 [B， B, B, B, | 09 (2 人 152) 


+ gl sls slg 


Gu 9w 


L gx ar J 


i ee 


4(-1,1) 


1C171) 


(a) 标准 元 


其 中 ， 


应 力 场 为 : 


EC(1— 


当 r= 二 0 时 ， 可 以 用 2 
A 


2(1,~ 


ZW 


1) : 1 上 


(b) 直 四 边 形 单元 
图 2.35 ” 轴 对 称 等 参 单元 
-3NV 
Dr 0 
N 
,aN 
gz 
aN, aN; 
L oz dr 
Or | 人 疏 
DAN =J IN. (2 一 154) 
7 7 
oc=DB6® =-S58@ = [S$ SS, S$, Ss] 6® (2—155) 
[oO eM am 
oar 1l—pr l—x Oz 
se NN an 
er | 
i™—1, 9 » 
(lt | 人 Ni 
1 一 A 9z 
(1—2) 3aN， (1 一 20) aN; 
L 2(1 一 Ap) 9z 2(1 一 A) or 
(2 一 156) 
代替 ， 以 消除 奇异 项 
(2— 157) 


1 1 
k®© 一 2x| | BrpBr | 了 | dsaqy 


将 只 可 划分 为 子 矩阵 的 形式 ， 子 矩阵 的 计算 公式 为 : 
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EE aeroieeoaniaiyoeoysrpseasase eerrntkiatoyirorassstcoiocswiatiettoceonyseerrisaioron aasgov aoeaenvoeosatetwoaeaoorupsscytaehaliono8NGMg Appoohi0y 人 nonep yoyo 


1 rl 
ks = 2x| | BrBD;r | 7 dedn (7 = 1,2,3,4) (2— 158) 
其 中 ， 
aN (2 NY) 3N: oN, 
ar or lpr lp or 9z 
{x 9N; ,NiyVl u_N; 9N; 
(i ar r ; | re r dz 
l 7 (1—2p) (1+tp) 2(]1 一 pp) 9r dz 2(1 一 上/) dz 9r 
多 区 t+) Ni ODNi 
一/ 9z qr r Oz 9z 
证 (1 一 20) ONi oN,; 十 人 一 200) 9N: 9N; 
L 2(1—p) 9z 9z 2(1 一 wp) Or Ar 
(i, 7 三 1， 2 3 4) (2— 159) 


2， 等 效 结 点 荷载 计算 
1) 体积 力 
设 单元 内 单位 体积 上 作用 的 体积 力 为 记 一 Lp pw] ， 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 
结 点 力 为 : 
1 1 pv 
FY = 2x rNT J|d (2- 160) 
[J J leet : 


2) 表面 力 
设 单元 某 边 上 作用 的 表面 力 为 p, 二 [co r]'，oc、z 分 别 为 单元 表面 力 在 作用 边 外 法 线 
方向 和 切线 方向 的 投影 。 则 移 置 到 单元 各 结 点 的 等 效 结 点 力 为 


Fe = | -NT 及 和 6 
i 


2- 161 
tdz — odr : , 


2.9.5 数值 积分 


在 有 限 单元 法 分 析 中 ， 计 算 单元 刚度 矩阵 时 往往 需要 进行 积分 运算 。 通 常 工程 中 
遇 到 的 定 积分 | f(x) dr, 若 知 道 被 积 函 数 f(z) 的 原 函 数 F(x) ， 则 其 定 积分 可 以 表示 


为 F(5b) 一 F(a)。 然 而 计算 单元 刚度 矩阵 的 原 函 数 往往 没有 具体 的 数学 表达 式 ， 因 此 必须 
进行 数值 积分 。 
1，Newrton - Cotes 积分 
若 将 积分 区 间 [ae， 的 划分 为 等 分 ， 步 长 h 二 (6 一 a)/n， 选 到 等 间距 点 x; 二 a 十 计 构 
造 出 的 插值 型 求 积 公式 : 
I= (6—a) DI HP,) (2- 162) 
称 为 Newton - Cotes 积分 公式 ， 式 中 五 风 称 为 Cotes 系数 (又 称 为 权 系 数 ) ， 有 
Hg 一 -| IT Ge—7aé (2 - 163) 
0j =0, jz 


nil(n—2)1! 


2 \ 
a 


Cotes 系数 与 被 积 函 数 f(x) 无 关 ， 只 与 积分 点 的 个 数 和 位 置 有 关 ， 表 2 -1 列 出 了 
Cotes 系数 表 的 开始 部 分 。 当 积分 点 过 多 时 ， 权 系数 可 能 出 现 负 值 ， 会 增 大 积分 误差 。 常 
用 的 梯形 或 抛物 线 积分 公式 是 Newton - Cotes 积分 的 两 种 简单 情形 。 


表 2-1 Cotes 系数 表 


n 权 系 数 HY” 
1 1 
1 2 2 
1 2 1 
2 6 3 6 
工 3 3 1 
8 8 8 8 
7 16 2 16 汪 
90 45 15 45 90 
。 19 25 25 25 25 19 
288 96 144 144 96 288 
41 车 9 34 9 9 AL 
840 35 280 105 280 35 840 
5 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 
17280 17280 17280 17280 17280 17280 


17280 17280 


2. 高 斯 (Gauss) 积 分 

上 述 Newton - Cotes 积分 是 在 等 间距 上 取 积 分 点 ， 若 积分 点 各 不 是 等 间距 分 布 ， 其 积 
分 点 位 置 由 下 述 方法 确定 。 

首先 构造 一 个 多 项 式 P(E&) ， 使 得 : 


P(e = [I (é—&) (2—164) 
j=1 
再 由 下 列 条 件 确 定 n 个 积分 点 的 位 置 : 
| #Pc8de = 0 (i=0,1,2,.,n—1) (2- 165) 


由 式 (2- 164) 和 式 (2- 165) 可 知 : 中 在 积分 点 上 P(&) 二 0; 加 多 项 式 P(&) 与 不 高 于 nn 一 1 次 
多 项 式 序列 & (i 一 0，1，2，…，n 一 1) 在 积分 区 间 [a，65] 上 正 交 。 由 此 可 见 ，n 个 积分 点 的 
位 置 & 是 由 nn 次 多 项 式 P(&) 在 求 积 域 [a，5] 内 与 &、& 、 台 、…、! 相 正 交 的 条 件 所 决定 
的 ， 即 $ 是 方程 式 (2- 165) 的 解 。 被 积 函 数 fC 人 可 由 2n 一 1 次 多 项 式 VK6j 来 近似 ， 即 


6) = Pin 8 5) 十 Sag'Ppee) (2- 166) 
这 里 4" 0(8) 为 n 一 1 阶 拉 格 朗 日 插值 函数 。 那 么 ， 用 上 述 多 项 式 的 积分 | pC 和 dé 代替 原 
积分 | 7(e)ds 的 代数 精度 为 2 一 1 阶 。 以 多 项 式 PC&) 的 零点 作为 基点 ， 称 为 高 斯 点 ， 
原 积分 写成 


b b dl 
[fa = [gcd at Rs = PHS) + Ros (2 - 167) 
a a i=]1 
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prem ee 


其 中 ， 
Hi; = [i de (2— 168) 
通常 取 积分 值 : 
[ru = PH) (2- 169) 
为 高 斯 积分 。 二 


通常 为 了 计算 积分 点 的 位 置 6 和 权 系数 日 ;:， 把 积分 范围 进行 规格 化 ， 若 a 一 一 1，5 二 1， 
这 样 计算 得 到 的 & 和 日 ;: 见 表 2 -2。 当 原 积分 区 域 不 是 [一 1，1] 时 ， 积 分 点 的 坐标 和 积分 系 


数 分 别 为 2 一 4328 和 2 二 HH;。 
表 2 - 2 列 出 了 高 斯 积分 点 的 坐标 与 权 系数 。 
表 2-2 高 斯 积分 点 的 坐标 与 权 系数 


权 系数 Hi; 


0. 000000000000000 2. 000000000000000 
0. 577350229189626 1. 000000000000000 
0. 774596669241483 0.555555555555556 
0. 000000000000000 0. 888888888888889 
0. 861136311594053 0. 347854845137454 
0. 339981043584856 0. 652145154862546 
0. 906179845938664 0. 236926885056189 
0. 538469310105683 0, 478628670499366 
0. 000000000000000 0. 568888888888889 
0. 932469514203152 0. 171324492379170 
0. 661209386466265 0. 360761573048139 
0. 238619186083197 0. 467913934572691 


下 面 程序 根据 高 斯 积分 点 数 确定 其 坐标 与 权 系数 ， 


void gauss coef (int n,float* Xk,float*HKk) 


输入 
n: 积分 点 数 
输出 : 
Xk: 积分 点 坐标 
Hk: ”加权 系 数 
--—-----------------------"------- rr *)] 
{ 
Switch (n) { 


case 2:Xk[ 0]=-0.577350229189626; 
XkL1]=0. 577350229189626; 
Hk[ 0]=1. 0; 


i RAR 


Hk[ 1]=1. 0; 
break; 

case 3:Xk[ 0]=-0.774596669241483; 
XkL1]= 0.0; 


xk[2]= 0.774596669241483; 
Hk[0j= 0.555555555555556; 
Hk[1]= 0. 888888888888889; 
HkL2]= 0.555555555555556; 
break; 

case 4:Xk[ 0]=- 0. 861136311594053; 
XkL 1]=- 0. 339981043584856; 
Xk[2]= 0. 339981043584856; 
Xk[ 3]= 0.861136311594053; 
HkL0]= 0. 347854845137454; 
Hk[1]= 0.652145154862546; 
Hk[2]= 0. 652145154862546; 
Hk[ 3]= 0.347854845137454; 


break; 
default: 

xk[L0l= 0.0; 

Hk[0]= 2.0; 


} 


例 2-5 分 别 用 Newton - Cotes 积分 法 和 Gauss 积分 法 计算 Ik (2 一 >)dr,， 并 与 精确 
解 进行 比较 。 , : 

解 : (1) 该 积分 的 精确 解 

| ez 一 Dur = ( 击 2 一 去) 

(2) 两 点 Newton - Cotes 积分 

积分 点 位 置 : ni 二 0, rz 二 3 

积分 权 系 数 ; Hi 二 0. 5，H; 一 0.5 

积分 点 上 也 数值， flri)=2°—0=1, fr:)=2:—3=5 


故 积分 为 : | es 


9 一 5. 5989 
误差 : Go X100 一 60.75 昕 


(3) 三 点 Newton - Cotes 积分 

积分 点 位 置 ; ni 二 0, rz=1.5, rs=3 

积分 权 系数 : Hl! 二 0. 1667，H, 二 0, 6667，H; 二 0, 1667 

积分 点 上 函数 值 : Am) 一 2 一 0 一 1，r) 一 2.5 一 1.5 一 1.3284， 
f(r3)=2—3=5 
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故 积分 为 ; | RO ES Dl: 


_5.6568 一 5. 5989 i 
误差 , e 一 5 5g89 X100 1.03% 


(4) 两 点 Gauss 积分 
积分 点 位 置 ; 二 3 一 号 2xo. 577350269 二 0. 634， 


rz = ao a-0wo 577350269 一 2. 366 


积分 权 系数 Hi—35 0X1.0=1.5, H,—33 XxX1.0=1.5 
积分 点 上 函数 值 ，F(r ) 王 206 一 0. 634 一 0. 9179，(nm ) 一 2236 一 2. 366 一 2. 7891 
故 积分 为 : | .Oy 病 二 员 


”5.5604 一 5.5989 
误差 : e 一 5. 5989 


3. 二 维和 三 维 高 斯 积分 


对 于 二 维和 三 维 高 斯 积分 ， 可 以 采用 与 解析 法 计算 多 重 积分 相同 的 方法 ， 即 在 计算 内 
层 积分 时 ， 保 持 外 层 积 分 变量 为 常量 。 对 于 二 维 问题 ， 其 积分 为 ; 


pe 
首先 令 7 为 常数 ， 进 行内 层 积 分 ， 有 
| re 上 = PHD 
再 用 同样 的 方法 进行 外 层 积 分 ， 得 到 : 
7 一 [Bpa = DER 


X100= 一 0. 69% 


2 - SS) 


1 


袜 Hsf (& ,1) 

这 里 的 有 H:、Hj; 即 为 一 一 维 高 斯 积分 的 权 系 妆 。 类 似 地 ， 三 维 积分 可 以 表示 为 ， 
1=| ,|e nade = > Haf Cet) 

4. 一 维 高 斯 积分 计算 程序 


double integral gauss (double a, double b, double fun (double) ,int imax, double eps) 


RE 二 汪汪 


a: 积 分 下 限 
b: 积 分 上 限 
fun: 被 积 函数 
eps :精度 要 求 
imax: 最 大 迭代 次 数 
返回 : 
返回 积分 结果 


int i,j; 

int iter,n,point=3;  // 迭代 次 数 ,分 段 数 ,积分 点 数 
double h, x; // 积分 步 长 ,坐标 

double suml, sum2,di  // 前 次 和 后 次 积分 结果 , 差 
double Xk[L3],HkKL3]; ”// 积分 点 和 系数 


Xk[0]=- 0. 774596669241483; Xk[1] = 0.0; XkL2] = 0.774596669241483; 
HkL0]= 0.555555555555556; HK| 1]= 0. 888888888888889; 
HkL2]= 0.555555555555556; 


// 第 一 次 积分 ,积分 区 间 不 分 割 
n=1} 
h=pbp- a; 
suml=0. 0; 
x=a+i*h+h/2. 0; 
for (j=0;j<point;j++){ 
suml= suml+HkLj]j]* fun (x+ Xk[j]*h/2. 0); 


suml= suml*h/2. 0; 


// 若 需 要 ,将 积分 区 间 进 行 分 割 
d=1. 0; 
iter=1; 
while (iter<imax && qdq>epsj{ 
n=2*n; 
h=h/2. 0; 
sum2=0, 0; 
for (i=0;i<n;i++){ 
x=at i*ht+h/2. 0; 
for (j=0;j<point;j++){ 
sum2= sum2+ HX[ j]* fun (x+ Xk[ j]*h/2. 0); 


} 
sum2= sum2* h/2. 0; 
d= fabs (sum2- suml); 
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return suml; 


} 
如 对 例 2- 5 进行 计算 ， 可 以 编写 如 下 程序 : 


#include <stdio. h> 
#include <stdlib. h> 


#inclide <math. h> 


double fl (double x) // 定义 积分 函数 
{ 
double y; 
y=Pow (2. 0,X) ~x; // 若 对 其 他 函数 积分 ,只 需 更 换 此 表达 式 
return (Yy) 
} 
void main () // 主 函数 
{ 
double sum; 


sum=integral gauss (0. 0,3. 0,f£]1,1,1. 0e- 8); 
printf ("积分 结果 :;%g\n\n", sum) ; 


本 章 详细 地 介绍 了 连续 体 结构 有 限 单 元 法 分 析 的 基本 原理 ， 单 元 分 析 的 基本 过 程 | 
分 为 单位 位 移 模式 的 确定 、 单 元 应 变 场 分 析 、 单 元 应 力 场 分 析 、 单 元 刚度 方程 的 建立 。| 
本 章 所 介绍 的 单元 包括 平面 3 结 点 三 角形 单元 、 平 面 4 结 点 纸 形 单元 、 平 面 6 结 点 三 
角形 单元 、 轴 对 称 问题 环形 3 结 点 三 角形 单元 、 环 形 4 结 点 矩形 单元 、 空 间 4 结 点 四 | 
面体 单元 、 空 间 8 结 点 正六 面体 单元 ,4 结 点 直 四 边 形 等 参 单 元 、8 结 点 曲 四 边 形 等 参 上 | 
ee 此 外 ， 本 汪汪 介绍 中 ionc | 
Cotes 数值 积分 和 Gauss 数值 积分 

te ete ye OE oe 
由 多 个 方面 的 因素 确定 ， 包 括 计 算 机 的 运算 速度 、 计 算 精度 要 求 、 预 计 的 计算 费用 等 ,| 
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2.1 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 中 ， 试 证 明 : 

(1) 形 函 数 在 单元 任 一 点 上 三 个 形 函 数 之 和 为 1; 

(2) 形 函 数 Ni 在 结 点 ; 上 为 ]， 在;、m 上 为 零 。 在 单元 划分 时 ， 应 注意 什么 ? 

2.2 平面 问题 中 ， 六 结 点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 可 取 为 完全 二 次 多 项 式 如 下 : 

& 一 Qi 十 CT 十 aay 十 Ca22 Tasrytaey 

Y=ar 二 aszxTasyTawz’ Tanzrytary’ 
检查 其 是 否 满足 收敛 条 件 。 

2.3 什么 是 等 参 单 元 ? 引入 等 参 单元 有 什么 好 处 ? 

2.4 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 边界 上 作用 有 如 图 2. 36 所 示 的 荷载 ， 计 算 其 等 效 结 点 
荷载 。 若 如 图 2. 36 所 示 单 元 为 环形 3 结 点 三 角形 单元 ， 其 结果 又 怎样 ? 

(1) 集中 力 下 平行 于 z 轴 , A 点 到 i j 的 距离 分 别 为 Ai 和 Ajij, 六 边 的 长 度 为 
1 [图 2. 36(a)j]。 

(2) 如 图 2. 36 (b) 所 示 ，ij; 边 上 有 线性 分 布 荷 载 最 大 值 为 qo。， 坟 边 长 为 1。 
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图 2.36 习题 2.4 图 


2.5 已 知 如 图 2. 37 所 示 的 三 角形 单元 ， 设 其 厚度 为 :， 弹 性 模 量 为 户 ， 泊 松 比 为 w。 
求 : (1) 形 函 数 N; (2) 应 力矩 阵 S; (3) 单元 刚度 矩阵 ke 。 

2.6 如 图 2. 38 所 示 三 角形 板 ， 有 两 个 结 点 铵 支 ， 对 第 三 个 结 点 施 以 单位 水 平 位 移 ， 
这 样 实测 的 各 结 点 力 组 成 的 刚度 矩阵 是 否 就 等 同 于 书 中 推导 出 的 单元 刚度 矩阵 ? 它 是 否 能 
用 于 有 限 元 分 析 ? 


m(0,a) 

la,a) 
J 
Ea ila,0) 


图 2.37 习题 2.5 图 图 2.38 习题 2.6 图 
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2.7 已 知 如 图 2. 39 所 示 的 悬臂 粱 ， 和 荷载 如 图 2. 39(a) 所 示 ， 采 用 图 2. 39(b) 所 示 的 
网 格 ， 设 泊 松 比 p 一 霹 ， 厚 度 为 :， 试 求 结 点 位 移 分 量 。 
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图 2.39 习题 2.7 图 


2.8 如 图 2. 40 所 示 正 方形 薄板 ， 边 长 为 ze， 厚度 为 六 ， 


弹性 模 量 为 到， 泊 松 比 w 王 1/3， 两 对 角 受 拉 ， 和 荷载 沿 厚度 均 F 

勾 分 布 ， 大 小 为 下 ,不 计 重力 。 求 板 对 角 线 长 度 的 变化 量 。 
2.9 从 整体 刚度 矩阵 带宽 为 最 小 的 原则 出 发 ， 如 图 2. 41 

所 示 结 点 编号 哪 一 种 好 ， 为 什么 ? x 
2. 10 如 图 2. 42 所 示 两 个 轴 对 称 三 角形 单元 ， 其 形状 、 

大 小 、 方 位 均 相 同 ， 但 位 置 不 同 。 设 材料 弹性 模 量 为 上 ， 泊 松 


比 为 x 二 0. 15， 斌 分别 计算 两 单元 的 刚度 和 矩阵 (坐标 r+、z 取 平 
均值 、z)。 图 2.40 习题 2.8 图 


图 2.42 习题 2. 10 图 
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2.11 如 图 2. 43 所 示 ， 受 轴 向 压缩 的 圆柱 体 ， 直 径 4 一 10cm， 长 度 ! 一 12cm， 两 端 
面 受 均 布 荷载 c. 王 60MPa 作用 。 现 取 轴 对 称 面 的 1/4 均匀 划分 单元 [图 2. 43(b)]。 

(1) 写 出 离散 体 的 位 移 约束 条 件 。 

(2) 求 单元 O@、@ 、 四 、@ 图 的 等 效 结 点 荷载 。 

(3) 写 出 结 点 1、2、3、4、5、86 的 荷载 矩阵 。 


图 2.43 习题 2.11 


2. 12 ”考察 一 等 参 单 元 的 位 移 函 数 与 坐标 变换 : 
d@ 一 Nie 
Ny 2 2 Niz: J 2 Niy: ZNizi 
试 证 明 : (1) 使 刚体 位 移 成 为 可 能 所 要 满足 的 条 件 是 2)N; = 1; (2) 如 果 在 自然 坐标 
系 表示 的 插值 函数 中 含 刚 体位 移 ， 那 么 在 总 体 坐 标 系 中 ， 常 应 变 条 件 是 保证 满足 的 。‘ 提 


示 ， 如 果 含 有 常 应变 ， 那 么 可 写 出 kx 一 a: 十 asz 十 asy 十 asz， 式 中 aa ，az，as，aw 是 任意 
常数 。) 


2.13 如 图 2. 39(a) 所 示 的 矩形 结构 ， 设 弹性 模 量 为 E， 泊 松 比 一 六 厚度 为 t。 若 


采用 一 个 4 结 点 单元 ， 或 采用 两 个 3 结 点 单元 ， 试 分 析 这 两 种 计算 方案 的 计算 量 、 计 算 精 
度 和 计算 效率 。 
2. 14 试 证 明 二 维 平行 四 边 形 单元 的 Jacobi 矩阵 是 常数 和 矩阵。 
2.15 试 证 明 三 维 平行 六 面体 单元 的 Jacobi 矩阵 是 常数 矩阵 。 
2.16 试 证 明 面积 坐标 与 直角 坐标 满足 下 列 转换 关系 : 
X=ZxiLit zj; ra, 
a 
2.17 一 具有 弹性 支承 的 平面 结构 如 图 2. 44 所 示 ， 其 势能 泛 孙 为: 
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ri 


TI = A|, (aer 十 oey 十 royw )dA+ 2 kv’ ds 一 j scoreds: 


其 中 A 为 平面 结构 面积 域 ，h 为 板 的 厚度 ，A 为 弹簧 的 弹性 系数 ，zv 为 沿 > 方向 的 位 移 ， 
试 推导 求解 该 问题 的 有 限 单元 法 分 析 方 程 ， 此 时 的 位 移 边 界 条 件 如 何 处 理 ? 

2.18 一 个 三 角形 构件 如 图 2. 45 所 示 ， 若 采用 
一 个 3 结 点 三 角形 单元 进行 分 析 计 算 ， 由 于 结 点 3 为 
位 移 约束 ， 经 处 理 该 结 点 位 移 约束 后 得 到 的 刚度 方 
程 如 下 : 


10 2.5 1.83 2.57Jfual IF 
一 2.5 4.5 2.5 —2.5||w F, 
104 X 一 
1.83 2.5 5.0 一 2.5| jz F, 
2.5 —2.5 —2.5 20 j|w, FF 
结 点 2 为 斜 支 座 约束 ， 试 建立 以 位 移 旭 、m 、 如 和 图 2 44 习题 2 17 图 


荷载 F, 、F,、Fs, 来 表示 的 刚度 方程 。 
2.19 在 平面 3 结 点 三 角形 单元 z7rz 的 边界 jmx 上 作用 有 如 图 2. 46 所 示 的 线 分 布 荷 
载 ， 试 计算 其 等 效 结 点 荷载 。 


m(3,8) 9 
y 9 
J(6,4) 
i(2,2) 
x 
图 2.45 习题 2. 18 图 图 2.46 习题 2.19 图 
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教学 目标 


本 章 主要 讲述 杆 件 体系 结构 虚 位 移 基本 原理 、 杆 系 结构 有 限 元 单元 分 析 和 整体 分 析 的 
基本 思想 、 基 本 原理 和 基本 方法 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 了 解 杆 系 结构 虚 位 移 原理 。 

(2) 掌握 杆 系 结构 离散 化 的 基本 方法 、 单 元 划分 的 基本 原则 。 

(3) 掌握 各 种 杆 件 单元 的 单元 结 点 位 移 -单元 结 点 力 的 关系 。 

(4) 掌握 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 过 程 、 方 法 。 


教学 要 求 


知识 要 点 


(1) 杆 件 结构 离散 化 
(2) 有 限 单元 法 分 析 问题 的 基本 步骤 
(3) 力 与 位 移 正 负 号 的 规定 


杆 件 体系 离 | (1) 了 解 杆 件 体系 离散 化 的 基本 概念 
散 化 的 问题 (2) 掌握 平面 杆 件 系统 的 离散 化 方法 


(1) 掌握 常见 的 等 直 杆 单元 的 单元 分 
析 方 法 

(2) 掌握 单元 刚度 矩阵 的 建立 方法 

(1) 掌握 坐标 变换 方法 

杆 件 结构 体 (2) 掌握 整体 刚度 矩阵 的 集成 方法 
系 的 整体 分 析 (3) 掌握 等 效 结 点 荷载 等 效 原 理 和 边 
界 条 件 处 理 方法 


等 直 杆 单元 
的 单元 分 析 


(1) 平面 杆 件 的 几 种 常见 单元 类 型 
(2) 单元 刚度 矩阵 的 建立 与 基本 性 质 


(1) 平面 与 空间 坐标 变换 
(2) 结 点 荷载 与 非 结 点 荷载 的 处 理 
(3) 边界 条 件 的 引入 

(4) 平面 杆 系 结构 有 限 元 程序 设计 


人 


不 基本 概念 


离散 化 ; 先 处 理 、 后 处 理 ; 单元 分 析 ; 整体 分 析 ; 坐标 转换 ;单元 刚度 矩阵 、 整 体 刚 
度 矩 阵 。 


入 aa 


结构 单元 ( 杆 件 单元 和 板 壳 单元 ) 在 工程 中 应 用 比较 广泛 ， 如 连续 梁 、 析 架 、 刚 架 、 
拱 、 悬 索 结构 、 网 架 结构 等 ， 这 种 结构 是 由 若干 杆 件 组 成 的 ， 在 土木 、 建 筑 、 机 械 、 般 
舶 、 水 利 等 工程 中 应 用 很 广 ， 它 们 的 力学 分 析 属 于 结构 力学 范畴 。 杆 系 结构 按 受 力 的 几何 
特征 可 分 为 平面 杆 系 结构 和 空间 杆 系 结构 。 全 部 杆 件 和 全 部 荷载 均 处 于 同一 平面 之 内 的 ， 
称 为 平面 杆 系 结构 ， 例 如 一 般 的 屋 盖 栓 架 、 多 层 厂 房 的 刚 架 等 ;不 处 于 同一 平面 内 的 ， 称 
为 空间 杆 系 结构 ， 例 如 输电 线 塔 架 等 。 

随 着 经 济 建设 和 科技 的 发 展 ， 工 程 中 所 提出 的 结构 分 析 问 题 越 来 越 向 着 大 型 化 和 复杂 
化 方向 发 展 ， 这 就 使 得 传统 结构 力学 中 的 力 法 、 位 移 法 和 和 焦 阵 位 移 法 等 力学 分 析 方 法 和 手 
段 难以 适用 ， 其 主要 原因 是 其 计算 规模 巨大 。 有 限 元 的 出 现 和 高 效率 计算 工具 的 使 用 为 解 
决 上 述 问题 创造 了 条 件 。 


| 3.1 概 述 


杆 系 结构 是 工程 中 应 用 较为 广泛 的 结构 体系 ， 包 括 平面 或 空间 形式 的 染 、 栓 架 、 刚 
架 、 拱 等 ， 其 组 成 形式 虽然 复杂 多 样 ， 但 用 计算 机 进行 分 析 时 却 较为 简单 。 杆 系 结构 中 的 
每 个 杆 件 都 是 一 个 明显 的 单元 。 杆 件 的 两 个 端点 自然 形成 有 限 元 法 的 结 点 ， 杆 件 与 杆 件 之 
间 则 用 结 点 相连 接 。 显 然 ， 只 要 建立 起 杆 件 两 端 位 移 与 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 则 整体 平衡 方 
程 的 建立 与 前 几 章 完全 相同 。 

杆 端 位 移 与 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 可 用 多 种 方法 建立 ， 包 括 前 面 采用 的 虚 功 原理 ， 但 
是 采用 材料 力学 、 结 构 力 学 的 某 些 结论 ， 不 仅 物 理 概 念 清晰 、 直 观 ， 而 且 推 导 过 程 简单 明 
了 。 因 此 ， 本 章 将 采用 这 种 方法 进行 单元 分 析 。 至 于 整体 平衡 方程 的 建立 ， 则 和 前 面 几 章 
所 讲 的 方法 一 样 ， 即 借助 于 单元 定位 向 量 ， 利 用 单元 集成 法 进行 。 


3.1.1 结构 离散 化 


有 限 单元 法 的 基本 思想 和 结构 力学 中 的 位 移 法 一 样 ， 在 几何 上 通过 “ 拆 分 ”( 将 结构 
拆 成 具有 力 - 位 移 关系 的 一 系列 单元 ， 或 称 为 “结构 离散 化 ”) 和 “组 装 ”( 利 用 在 结 点 处 结 
构 应 当 处 于 平衡 状态 ， 将 拆 分 后 的 单元 组 装 成 单元 集合 体 ) 使 待 分 析 的 问题 得 到 解决 。 在 
实际 工程 结构 中 采用 有 限 元 分 析 连 续 域 问题 ， 首 先 必须 用 一 定 的 方法 将 所 分 析 的 结构 分 割 
成 有 限 数 量 的 仅 在 指定 点 ( 结 点 ) 相 连接 的 子 域 (单元 )。 

对 于 等 截面 杆 系 结构 ， 一 般 取 杆 件 的 连接 点 [图 3. 1(a)、 图 3. 1(b)]、 截 面 的 变化 点 
[图 3. 1(c)]、 支 撑 点 或 集中 荷载 的 作用 点 [图 3. 1(d)] 作为 结 点 ， 将 结构 拆 分 为 等 截面 
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直 杆 单元 的 集合 。 而 对 于 曲 杆 体 系 ( 图 3. 2) 、 连 续 变 截 面 杆 系 结构 (图 3. 3) ， 则 需要 将 杆 
件 划分 为 多 个 单元 ， 每 个 单元 近似 认为 是 等 截面 直 杆 ， 即 按 “以 直 代 曲 、 以 阶 状 变 截 面 代 
蔡 连 续 变 截面 ”来 处 理 ， 因 而 这 样 处 理 的 结果 将 是 近似 结果 ， 计 算 结 果 的 精度 将 取决 于 杆 
件 所 划分 单元 的 数量 。 


(a) (b) 
图 3.2 弯曲 杆 件 系统 及 离散 


对 于 不 同 的 问题 将 采用 不 同类 型 的 单元 将 结构 进 
行 离散 化 ， 在 离散 化 时 ， 主 要 包含 两 方面 的 内 容 。 
1 结构 离散 化 
结构 离散 化 就 是 用 结 点 将 结构 划分 为 有 限 数量 的 
4 5 单元 ， 并 根据 一 定 的 顺序 对 所 划分 的 单元 及 单元 连接 
用 数据 描述 做 准备 。 


一 


2， 结 构 数 据 化 


对 于 离散 化 的 结构 ， 采 用 数字 来 描述 结 点 坐标 、 结 点 支撑 信息 、 单 元 材料 信息 和 截面 
几何 参数 、 单 元 上 的 荷载 信息 等 ， 为 后 续 采用 有 限 单 元 法 分 析 和 程序 计算 提供 基本 输入 数 
据 。 结 构 数据 化 的 主要 内 容 包括 结构 坐标 系 ( 包 含 整体 坐标 系 和 局 部 坐标 系 ) 的 建立 、 结 
. 点 、 单 元 和 位 移 的 编码 。 


3.1.2 杆 系 结构 有 限 单元 法 的 基本 步骤 


采用 有 限 单 元 法 分 析 杆 系 结构 主要 分 为 以 下 几 个 步 双 。 
(1) 对 结构 进行 离散 化 ， 划 分 为 有 限 数量 的 单元 。 根 据 杆 系 结构 的 特点 ， 对 其 进行 音 
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元 划分 ， 通 常 取 其 自然 的 结 点 进行 单元 划分 ， 如 各 种 支承 点 、 集 中 力作 用 点 、 杆 件 的 铵 接 
点 、 刚 结 点 、 截 面 面 积 发 生 突变 的 点 等 。 但 对 于 曲 杆 系统 (图 3. 2) 和 截面 面积 连续 变化 的 
杆 件 系统 (图 3. 3) ， 则 可 以 引入 数学 上 的 微分 概念 来 对 它们 进行 单元 划分 。 对 于 前 者 ， 可 
以 采用 “以 直 代 曲 ” 的 思想 ， 任 何 曲 杆 都 可 以 看 成 是 由 若干 数量 的 连续 直 杆 连接 组 成 的 ; 
而 对 于 后 者 ， 可 以 采用 等 截面 来 代替 变 截 面 ， i 
等 截面 杆 单元 组 成 ， 如 图 3. 3 中 的 虚线 所 示 。 

(2) 对 结 点 和 单元 进行 编码 。 通 常 结 点 的 编码 用 自然 数 1、2、3、… 来 表示 ， 而 单元 的 
编码 采用 中、 名、@… 来 表示 。 编 码 时 每 个 单元 的 两 个 结 点 号 码 尽 量 连 续 ， 如 图 3.4 所 示 。 
对 任意 杆 单元 ， 本 书 以 字母 i 表示 单元 起 始 结 点 编码 ， 以 字母 ; 表示 单元 终止 结 点 编码 。 


7(11 12 13) 8(14 15 16) 9(17 18 19) 7(19 2021) 8(22 23 24) 9(25 26 27) 


6(8 9 10) 4(10 11 12) 5(13 14 15) 6(16 17 18) 
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1(000) 3(000) 3(789) 


(a) 前 处 理 法 () 后 处 理 法 
3.4 单元 划分 示意 图 


《3) 建立 整体 坐标 系 和 各 单元 的 局 部 坐标 系 。 在 进行 单元 分 析 时 ， 可 以 使 用 整体 坐标 


系 , 但 为 了 分 析 的 方便 ， 通 常 要 建立 其 局 部 坐标 系 ， 常 以 Oy 表示 局 部 坐标 系 ， 并且 局 
部 坐标 系 的 z 轴 正 向 通常 是 由 单元 的 起 点 指向 单元 的 终点 ， 并 用 “一 ”标示 在 单元 上 ， 如 
图 3.4 所 示 。 应 该 注意 的 一 点 是 ， 局 部 坐标 系 的 工 轴 到 y 轴 的 转动 方向 应 该 与 整体 坐标 系 
的 z 轴 到 > 轴 的 转动 方向 一 致 。 

(4) 对 已 知 参数 进行 准备 和 整理 。 对 各 单元 来 说 ， 需 要 准备 的 数据 包括 单元 截面 面积 
人 A、 单 元 长 度 2 、 单 元 弹性 模 量 下 、 单 元 剪 切 模 量 C、 单 元 惯性 矩 了 等 。 

(5) 对 结 点 位 移 进行 编码 。 一 般 来 说 ， 结 点 位 移 有 自由 结 点 位 移 和 约束 结 点 位 移 两 
种 ， 对 于 平面 杆 件 单元 ， 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 因 而 每 个 结 点 有 3 个 位 移 ( 包 括 轴 向 位 
移 壹 、 横 向 位 移 忌 、 转 角 位 移 9 ) 。 在 对 结 点 位 移 进 行 编码 时 ， 根 据 求解 方法 的 不 同 通常 有 
两 种 编码 方法 : 前 处 理 法 和 后 处 理 法 。 前 处 理 法 的 思想 是 若 结 点 的 某 个 位 移 分 量 为 零 ， 则 
其 对 应 的 位 移 编 码 以 0 表示 ， 如 图 3. 4(a) 中 结 点 1、3 为 固定 端 ， 结 点 的 所 有 位 移 分 量 为 
0， 则 给 其 位 移 编码 时 编 为 (0 0 0); 结 点 2 为 固定 铵 支 座 ， 其 线 位 移 为 0， 角 位 移 不 为 0， 
因而 其 位 移 编码 为 (0 0 1) 。 后 处 理 法 的 思想 是 认为 每 个 结 点 的 位 移 都 不 为 0， 按照 结 点 顺 
序 ， 给 每 个 结 点 的 3 个 位 移 分 量 按 自然 顺序 均 加 以 编码 ， 如 图 3. 4(b) 所 示 。 

(6) 进行 单元 分 析 ， 形 成 单元 刚度 和 矩阵。 通常 运用 虚 位 移 原理 或 最 小 势能 原理 进行 单 
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元 分 析 来 建立 单元 刚度 矩阵 和 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 

(7) 进行 整体 分 析 ， 形 成 整体 刚度 矩阵 。 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 必须 由 单元 坐标 转 
换 矩 阵 转换 成 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 和 插 阵 ， 然 后 根据 刚度 集成 法 则 集成 整体 刚度 矩阵 。 
需要 注意 的 是 ， 如 果 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 不 一 致 ， 则 需 由 坐标 变换 将 局 部 坐标 系 下 的 
单元 刚度 矩阵 转换 为 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ， 然 后 再 进行 整体 刚度 集成 。 

(8) 引信 边界 条 件 。 根 据 结 点 位 移 编码 方法 (前 处 理 法 和 后 处 理 法 ) 的 不 同 ， 因 而 引入 
边界 条 件 的 方法 也 不 同 ， 对 于 前 处 理 法 ， 引 和信 边界 条 件 是 在 集成 整体 刚度 矩阵 时 进行 ， 而 
对 于 后 处 理 法 ， 则 是 在 集成 整体 刚度 矩阵 后 ， 通 过 修改 刚度 方程 来 引入 边界 条 件 。 

《9) 求解 代数 方程 组 。 

(10) 求 单元 内 力 ， 主 要 绘制 其 内 力图 和 变形 图 。 


3.1.3 力 和 位 移 的 正 负 号 规定 


在 结构 分 析 中 ， 描 述 力 和 位 移 等 矢量 时 总 是 用 数值 表示 大 小 ， 正 负 号 表示 方向 ， 而 在 有 
限 单元 法 中 力 和 位 移 的 规定 则 有 其 特殊 之 处 ， 具 体 规定 如 下 所 示 ( 仅 限于 平面 杆 系 结构 )。 

1. 荷载 

根据 荷载 在 结构 上 作用 的 位 置 的 不 同 ， 和 荷载 可 分 为 结 点 荷载 和 非 结 点 人 荷载。 作用 于 结 
点 上 的 集中 力 或 集中 力 偶 称 为 结 点 荷载 (或 结 点 力 )， 作 用 在 非 结 点 上 的 各 种 荷载 称 为 非 结 
点 荷载 (或 单元 荷载 ) 。 当 结 点 荷载 的 方向 与 整体 坐标 系 坐标 轴 正 方向 一 致 时 规定 为 正 ， 反 
之 为 负 ; 当 非 结 点 荷载 的 方向 与 杆 件 单元 局 部 坐标 系 的 正方 向 一 致 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 力 
偶 荷载 以 从 整体 坐标 的 zx 轴 转 动 90 至 y 轴 为 正 ， 反 之 为 负 ， 本 章 规 定 以 顺 时 针 转 动 为 正 。 

2. 结 点 位 移 

在 整体 坐标 系 中 ， 对 于 平面 刚 架 来 说 ， 每 个 结 点 有 3 个 相互 独立 的 位 移 分 量 ， 即 沿 坐 
标 轴 方向 的 线 位 移 w 和 vw， 以 及 绕 结 点 转动 的 角 位 移 9， 当 线 位 移 方向 与 坐标 轴 正 方向 一 
致 时 为 正 ， 反 之 为 负 ， 结 点 角 位 移 方向 的 规定 同 力 偶 荷载 规定 一 致 。 

3. 单元 杆 端 力 及 杆 端 位 移 

单元 杆 端 截 面 的 内 力 和 位 移 分 别称 为 单元 杆 端 力 和 杆 端 位 移 。 规 定单 元 坐标 系 中 杆 端 
力 和 杆 端 位 移 与 坐标 轴 的 正方 向 一 致 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 杆 端 弯 矩 和 转角 以 从 单元 坐标 系 
z 轴 转动 90 至 y 轴 方向 为 正 ， 反 之 为 负 。 对 于 平面 杆 系 结构 ， 本 章 规定 顺 时 针 为 正 ， 如 
图 3. 5 所 示 杆 端 力 、 杆 端 位 移 均 为 正 值 。 


(a) 


3.5 单元 杆 端 力 正 负 号 规定 
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_ 钊 3 意 。 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


| 3. 2 局 部 坐标 系 下 的 单元 分 析 


单元 分 析 是 为 整体 分 析 做 准备 的 ， 单 元 分 析 就 是 建立 单元 杆 端 力 与 杆 端 位 移 之 间 的 关 
系 ， 即 建立 刚度 方程 。 在 结构 力学 里 通过 线 弹性 小 变形 下 的 和 到 加 原理 建立 了 杆 系 结构 分 析 
的 矩阵 位 移 法 ， 因 此 同样 可 以 通过 形 常数 和 载 常数 来 建立 单元 的 刚度 方程 。 

杆 件 是 指 其 长 度 远大 于 其 截面 扩 十 的 一 维 构件 。 在 结构 力学 里 通常 将 承受 轴 力 或 扭矩 
的 杆 件 称 为 杆 ， 而 将 承受 横向 力 和 弯 矩 的 杆 件 称 为 粱 。 在 有 限 单元 法 中 分 析 这 两 种 情况 的 
单元 分 别称 为 杆 单元 和 梁 单 元 。 但 由 于 在 实际 工程 结构 中 ， 在 同一 构件 上 ， 上 述 几 种 受 力 
状态 往往 同时 存在 ， 因 此 为 方便 起 见 ， 本 书 都 称 之 为 杆 单元 。 并 且 ， 本 书 所 讨论 的 杆 单元 
均 是 指 等 截面 直 杆 单元 ， 对 于 弯曲 杆 件 ( 图 3.2) 和 变 截 面 杆 ( 图 3. 3)， 在 进行 单元 划分 时 
可 以 将 其 分 为 若干 等 截面 杆 单元 ， WU OO 这 里 从 最 简单 的 拉 
压 杆 单元 开始 ， 讨 论 单元 刚度 矩阵 的 建立 过 程 。 

对 任意 单元 分 析 的 一 般 步 又 如 下 所 示 。 

(1) 首先 用 坐标 或 试 函数 建立 形 函 数 ， 使 其 满足 变形 协调 的 单元 位 移 场 ， 即 用 单元 结 
点 位 移 表 示 单 元 内 任意 一 点 的 位 移 。 

(2) 通过 几何 方程 ， 用 结 点 位 移 表 示 单 元 内 任意 一 点 的 应 变 。 

(3) 利用 物理 方程 建立 单元 应 力 场 ， 用 结 点 位 移 表 示 单 元 内 任意 一 点 的 应 力 。 

(4) 用 最 小 势能 原理 建立 单元 刚度 方程 ， 获 得 单元 刚度 矩阵 和 单元 等 效 结 点 荷载 
矩阵 。 


3.2.1 拉 ( 压 ) 杆 单元 


仅 承 受 轴 向 荷载 作用 的 等 截面 直 杆 称 为 拉 压 杆 。 如 图 3. 6 所 示 ， 设 杆 单元 长 度 为 7， 
横 截面 面积 为 A， 单 元 的 弹性 模 量 为 已 ， 在 局 部 坐标 系 中 杆 端 荷载 分 别 为 FE, 和 FE; ， 杆 端 位 
移 分 别 为 志和 厂 ， 单 元 上 的 轴 向 分 布 荷载 为 p(x)， 如 图 3. 6 所 示 杆 端 位 移 和 力 均 表 示 正 
方向 ， 其 他 单元 也 一 样 ， 不 再 赣 述 。 下 面 详细 介绍 单元 分 析 的 步骤 。 
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3.6 拉 压 杆 单元 示意 图 


1. 建立 位 移 场 
如 图 3.6 所 示 ， 在 局 部 坐标 系 下 杆 端 结 点 坐标 为 x;: 和 xz;， 杆 件 上 任意 一 点 a 的 坐标 为 
x+， 用 结 点 位 移 表 示 单 元 上 任意 截面 的 位 移 。 对 拉 压 杆 单 元 ， 取 其 位 移 为 一 次 多 项 式 ， 即 
WX)=at+br (3—1) 


NN i 


0 


其 中 ，a、5 为 待定 系数 。 由 位 移 的 边界 条 件 : 
CO) 一 万， u(D)=, 
代入 式 (3- 1)， 可 得 系数 a、5 为: 


这 样 ， 任 意 截 面 的 位 移 为 ， 


用 矩阵 表示 为 : 


式 中 NN 二 1 一 和 二 站 ee Wi] 
为 局 部 坐标 系 下 的 结 点 位 移 矩 阵 。 
2 应力、 应 变 分 析 
根据 材料 力学 中 应 变 的 定义 ， 有 : 
e 一 至 = 伴 5e 一 [一 J je [B，Bi] $0=B6® (3-3) 


式 中 ，B 一 | 一 了 二 为 应 变 矩 阵 ， 它 是 将 应 变 和 单元 结 点 位 移 联 系 起 来 的 矩阵 。 
由 虎 克 定律 ， 其 应 力 为 : 
o=FEe=EBé® (3-4) 
3. 建立 单元 刚度 矩阵 
这 里 考虑 利用 虚 位 移 原 理 求 单元 刚度 矩阵 ， 设 杆 端 i、j 分 别 产 生 虚 位 移 A 元 、A 亏 ， 
则 由 此 引起 的 杆 轴 任意 截面 的 虚 位 移 为 ; 
Au=N[An: Ai]=NAS® (3-5) 
对 应 的 虚 应 变 为 : 
As 一 BA 5@ 
根据 虚 位 移 原理 列 虚 功 方程 ， 有， 
AW ~ Ade F? + | (NAB®)Tp(z) dr = AWe 


二 | ssroadz 

和 [a 5erBrEAB 5edr (3-6) 
将 上 式 整 理 得 : 

F®? 十 | Nacn)dz = | mrEABdzie (3-7) 
式 中 ，F9 二 [FE， FJ7 为 局 部 坐标 系 下 单元 结 点 荷载 矩阵 。 
从 
x 


:A 


的 构 的 有 限 单元 法 
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F® = | Nacodz (3-8) 
Kk® 一 | mrEaBdz (3—9) 

则 可 以 得 到 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 : 
FFR=k®6® (3- 10) 


式 中 ， ke 为 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ; F@ 为 局 部 坐标 系 下 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 
根据 定义 ， 可 以 进一步 求 得 单元 刚度 矩阵 ; 
-© _ EA 1 二 _ 
jo-BA| 1 -1 GD 
同时 ， 可 以 根据 式 (3 - 8) 求 出 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 但 值得 指出 的 是 ， 分 布 荷 载 p(x) 
中 可 以 包含 集中 荷载 。 


3.2.2 扭转 杆 单元 


受 扭矩 作用 的 等 截面 直 杆 单元 与 受 轴 力作 用 的 拉 压 杆 单元 各 方程 的 表达 式 类 似 ， 只 需 
将 各 变量 的 物理 意义 和 符号 用 扭转 问题 的 相应 量 和 符号 蔡 换 即 可 ， 如 图 3,7 所 示 。 


到 大 mm 0 M 


3,7 扭转 杆 单元 示意 图 


设 扭转 杆 单元 的 长 度 为 “， 截 面 极 惯性 矩 为 岂 ， 剪 切 模 量 为 G， 杆 端 扭矩 分 别 为 M;、 
Mi ， 杆 端 扭转 角 分 别 为 6,、0) ， 单 元 上 的 分 布 荷载 集 度 为 m(z) 。 
1. 位 移 模式 
扭转 杆 单元 的 位 移 模式 ( 即 任意 截面 的 扭转 角 ) 为 : 
6=(1—F)9:+F0,=NG® (3- 12) 
式 中 ，6@= [0， 0 下 为 局 部 坐标 系 下 扭转 杆 单元 的 结 点 位 移 矩阵 。 
由 材料 力学 可 知 ， 截 面 扭矩 为 ; 


M,=G1, 


Er 
dz 
式 中 ，GL, 为 单元 的 截面 抗 所 刚度 ; 8 一 他 一 [一 子 十 |。 

利用 极 小 势能 原理 来 进行 单元 分 析 ， 杆 单元 的 势能 用 泛 函 表示 为 ; 


d i SR 5 Se 
IT = | ( M, a0 9 )dz 一 | mz) dr —FPr'a® 


GLB De (3- 13) 


= a 一 (| mcmDNdr+TFer)i (3-14) 


| 
2 | 
a A 


式 中 : F 了 二 [M， AM 本， 为 局 部 坐标 系 下 扭转 杆 单元 的 结 点 荷载 矩阵 。 
2. 单元 刚度 方程 
由 极 小 势能 原理 ， 取 式 (3 - 14) 中 泛 函 的 变 分 811 ,一 0， 可 得 : 


和 er| BrGrBdz= | mCz)Ndz+TFPT (策动 
或 写 为 ， 
(| BrGrBdz)j5e = | mn)N'dz + Fp (3- 15b) 
A 
ie = mcradz (3- 16) 
F8 一 | mcz)Nrdz (3-17) 
可 得 扭转 杆 单元 的 单元 刚度 方程 ， 
F? +F®=—k®5® (3-18) 


可 以 看 到 ， 其 形式 与 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 完全 一 致 。 同 样 ， 由 式 (3- 16) 可 以 
进一步 求 得 其 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ; 


二 
和 =22| | (3 -19) 
til1 1 


3.2.3 仅 考 虑 弯曲 的 杆 单元 


如 图 3. 8 所 示 ， 设 杆 单元 的 长 度 为 !， 鹤 面 惯性 矩 为 T， 弹 性 模 量 为 下， 杆 端 剪 力 分 别 


4 的 为 F; 、F,y ， 杆 端 弯 矩 分 别 为 Mi 、Mi， 
局 杆 端 横向 位 移 分 别 为 5;:、5;， 杆 端 扭 转 


角 分 别 为 5, 、0) ， 在 单元 上 分 布 有 荷载 


-SI 
忌 


A -一 一 
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sl 


> ni 也 两 ” 集 度 为 gq(z) 的 竖 向 分 布 荷载 和 集 度 为 
ee m(z) 的 分 布 力 偶 ， 则 结 点 位 移 和 矩阵 和 
结 点 荷载 矩阵 分 别 为 : 


69 = Lz; 0 
Fo= [F, Ht F, MY 
1, 位 移 模式 


取 挠 曲线 方程 为 z 的 三 次 多 项 式 ， 即 单元 上 任意 一 点 的 挠 度 为 : 
一 & 十 pz 十 cz 妇 十 cz (3— 20) 
利用 单元 的 位 移 边 界 条 件 可 求 出 待定 常数 ， 即 


ZX 二 0 时， 5 二 V0;， 


z= 时 ， VVj, 区 到 i 


第 3 前 。 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 


求解 上 式 可 以 得 到 式 (3 - 20) 中 的 待定 系数 : 


a 二 vv; 
b=0; 
3 1= 
cv 0 Rv 70; 
pI Ne es 
d Fv 0: Bvt ia0; 
将 系数 a、5、c、d 代入 式 (3 - 20) ， 并 将 挠 曲线 方程 用 和 矩阵 形式 表示 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
z= |1 3 _3 _2 3 _1|= 
Ce / 
2 1 _2 1 
£3 2 BB 用 
式 中 ， N= [Ni N; N; NN, 为 形 肾 数 和 矩阵 ， 其 中 ， 
37: | 273 
NFS= 人 
_2r. 开 
N,=z(1 / + 到 
3xz2 2z3 
Ne 
2 3 
=- 全 


为 平面 弯曲 单元 的 形 函 数 。 
2. 单元 刚度 方程 
根据 式 (3 - 21) 确 定 的 单元 位 移 场 ， 可 得 单元 上 某 一 点 的 曲率 为 : 


2 2N7— = 


截面 的 弯 逢 为 : 
M=EIx=EIB6®© =6®©TBTEI 
其 中 ， 
一 9 人 = 去 [一 6+12 子 /一 4+6 字 ) 
为 平面 弯曲 杆 单元 的 应 变 矩 阵 。 
根据 虚 位 移 原 理 ， 有 


B 6 一 12 广 


Awn = Aier(| ezNrdz+| mz) Wdr + F?)= AWs 


dz 
a i i 
三 A8er| B'EIBdré® 


心 


Fe = | empNrdz 十 | mz) Sar 


为 : 


1 1 人 (一 ?46 天) 


(3-21) 


(3 -~ 22) 


(3 -23) 


(3 -24) 


(3—25) 


(3 -26) 


i 0 


0 1 
ie = | .mrEIBdz (3- 27) 


则 平面 弯曲 杆 单元 的 单元 刚度 方程 为 ， 
下 9 十 下 多 一 上 @0e@ (3— 28) 
对 式 (3 - 27) 积 分 ， 求 得 单元 刚度 矩阵 为 ， 
12 6 一 12 6 
ko—El G61 41 一 6 2/2 a 
六 | 一 12 一 6 12 一 6 
6l 22 —6l 4 
等 效 结 点 荷载 可 由 式 (3 - 26) 求 得 。 当 作用 满 跨 横向 均 布 荷载 g 或 满 跨 均 布 力 偶 m 时 ， 
由 式 可 得 其 等 效 结 点 荷载 为 ， 
1 1 


Fe=| Lo gl 1 Bar| 
2 12 2 12 


下 有 一 [m 0 —m 0 


3.2.4 平面 一 般 杆 件 单元 


设 杆 单元 的 长 度 为 :， 截 面 面 积 为 A， 截 面 惯性 矩 为 I， 弹性 模 量 为 所 ， 单 元 的 i、 j 
端 各 有 三 个 力 分 别 为 Fs、F;、M; 和 F 玉 3、Fy、M;， 其 对 应 的 位 移 分 别 为 赤 、5;、09; 和 
7;、D;、0;。 建 立 如 图 3. 9 所 示 的 局 部 坐标 系 ， 各 物理 量 的 正 向 如 图 中 所 标 ， 则 结 点 位 移 


矩阵 和 结 点 荷载 矩阵 分 别 为 : 
(3— 30) 


~] 
@ 
| 
一 
Sl 
SI 
DI 
SI 
SI 
“> 
LJ 
ee| 


by 
加 
| 
oj 
品 | 
区 | 
my 
实 
| 
< 
L_ | 
| 


(3—31) 


3.9 一 般 杆 单元 示意 图 


设 单元 上 没有 荷载 作用 ， 首 先 考 虑 轴 向 力 的 作用 ， 由 于 杆 端 轴 力 FF 、F; 只 引起 杆 端 
轴 向 位 移 均 ,、z;， 根 据 拉 压 杆 单元 的 单元 刚度 方程 (3 - 10)， 有 


(RY 
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其 次 ， 杆 端 弯 矩 M  、XMi 和 杆 端 前 力 严 * 、 下 > 只 与 杆 端 的 转角 位 移 9;、0; 和 杆 端 的 横向 
位 移 尽 、 到 有 关 ， 根 据 只 计 弯 曲 杆 单元 的 单元 刚度 方程 (3 - 28)[ 注 意 ， 由 于 不 考虑 单元 上 


的 荷载 作用 ， 故 式 (3 - 28) 中 的 等 效 结 点 荷载 F8 等 于 零 ]， 由 结构 力学 转角 位 移 方程 得 : 
El; DR EI; +2Elg, 


研一 外 5 
9 1 ee 

eg Er, ,+ SEls, 
FF = 一 区 一 E15, 本 


这 些 关 系 式 与 结构 力学 中 由 位 移 法 得 到 的 表达 式 完全 一 样 。 现 将 上 述 表 达 式 合并 在 一 
起 ， 写 成 如 下 所 示 的 矩阵 形式 : 
EA : EA 


0 De 0 0 
下 。 6 12EI 6EI 12EI 6EI | ry 
= 13 加 13 2 
Fy Ui 
人 0 6EI 4EI 0 6EI 2EI ||_ 
Me eae nat en dO 
F, 学 0 0 | 到 0 i 
Fy 0 _lET _6El: 0 LE _6EI| | 
ya 13 2 2 1 | LO 
J 
0 6El 2EI 0 _é6El 4EI 
了 要 / 2 1 
可 以 将 式 (3- 32) 简 写 为 ; 
F®=Kk®6® (3- 33) 
其 中 ， 单 元 刚度 矩阵 为 ; 
EA 0 o0 :_EA 0 0 
1 
12EI 6ET : 12ET 6EI 
0 73 2 : 0 下 Z3 Z2 
0 6EI 4EI : 0 _6EI1 2EI 
人 2 2 
Kk®© ey ! a / de : nl eh i (3— 34) 
Ee 0 多 0 0 
{ : 4 
站 12ET _ 6EI: 6 12EI _ 6EI 
Ls 02 13 2 
0 6FE7L 2E1 0 _6E1L 4EI 


局 tl | L? L 


SI 


计算 平面 刚 架 单元 的 单元 刚度 矩阵 的 函数 如 下 所 示 。 


void element beam 2d(float L,float E,float A,float Iz,float**ke,int n) 


1: 单 元 长 度 
E :材料 弹性 模 量 
A: 截 面 面 积 
Iz: 截 面 惯性 矩 
n: 单 元 刚度 矩阵 的 大 小 ,只 能 为 6 
输出 ， 
ke: 二 维 数组 , keLnj[nj 


for(i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<n;ij++)keLij[j]=0. of; 
} 


tmp=E*A/L; 
ke[0Oj[0]=tmp; keL0j[3j=-tmp; 
ke[3][0J]=-tmp; keL3][3]J=tmp; 


tmp=E* IZ/ (L* L*L); 

ke[ 1J[1]=12*tmp; kel1J[2]=6*tmp*L; keLlL4=-keLlLI]:ke[lL5=xke[I]L2]j， 

keL2][1j=ke[ 1][2]; ke 2][2}=4* tmp*L*L; keL2][4j=- ke[L1][2];keL2][5]=2* trp* Lx L; 

ke[L4] [1=keL1]L4]; ke[ 4][2]=keL2j[4]; keL4J[4j=keL1JL1]; keL4J[5)j=-keL [2]; 

ke[L5][1]=ke[ 1][5]; ke[ SJ[2]=ke[2][5]; keLSl[4]=ke[ 4][5]; keL5JL5]=ke[2][2]; 
} 


有 兴趣 的 读者 也 可 以 将 其 改写 成 FORTRAN 语言 。 
3.2.5 空间 杆 件 单元 


从 物理 概念 和 计算 特点 上 讲 ， 空 间 杆 件 结构 与 平面 杆 件 结构 同属 一 类 结构 ， 因 此 ， 有 
关 平 面 杆 件 结构 的 基本 理论 和 概念 完全 适用 于 空间 杆 件 结构 。 只 是 对 于 空间 杆 件 单元 ， 每 
个 结 点 的 自由 度 不 同 ， 因 此 ， 单 元 刚度 矩阵 的 阶 数 也 不 同 。 

实际 工程 多 为 空间 杆 系 结构 ， 用 有 限 单元 法 辅助 计算 机 进行 空间 杆 系 结构 的 受 力 与 变 
形 分 析 比 把 空间 杆 系 简化 成 平面 杆 系 所 得 结构 进行 分 析 更 精确 。 对 于 空间 杆 件 单元 ， 除 了 
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单元 杆 端 力 和 结 点 位 移 数目 较 平 面 杆 件 单元 
多 外 ， 其 分 析 方 法 与 平面 杆 件 单元 类 似 。 下 
面 以 空间 刚 架 单元 为 例 进 行 分 析 。 

对 于 空间 刚 架 单元 ， 设 局 部 坐标 系 的 二 
轴 为 单元 的 形 心 主 轴 ， 横 截面 的 两 个 主轴 分 
别 为 7 轴 和 三 轴 ， 三 、 了 7、 三 轴 的 确定 符合 右 
手 定 则 ， 如 图 3. 10 所 示 。 设 杆 横 截 面 面 积 
为 A， 单元 长 度 为 !， 在 zz 平面 内 抗 次 刚度 
为 EI,， 在 zy 平面 内 的 抗灾 刚 度 为 EI。， 杆 
件 的 抗 扭 刚度 为 GI, 。 空 间 刚 架 每 个 结 点 有 
6 个 位 移 分 量 和 6 个 结 点 力 分 量 ， 在 局 部 坐 
标 系 下 设 它们 分 别 为 : 


60=[x, oT w Os Os Ooi 


Foe=[F, F, F, M: M;, M, iF, F, F, M, M, M,] 
下 面 建立 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 方程 。 
首先 ， 求 出 当 枉 端 位 移 6® 中 杆 两 端 沿 一 个 方向 发 生 位 移 而 其 余 方 向 位 移 分 量 为 0 时 的 
杆 端 力 ， 计 算 过 程 如 下 所 示 。 
(1) 当 杆 件 两 端 发 生 沿 z 轴 正方 向 的 位 移 时 [图 3. 11(a)]， 仅 沿 大 轴 方 向 产生 内 力 ， 
杆 端 力 为 : 


(2) 当 杆 件 两 端 发 生 沿 y 轴 正方 向 的 位 移 时 [图 3. 11(b)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 沿 了 
轴 方 向 的 剪 力 和 FOy 平 面 内 的 弯 矩 ， 弯 矩 为 : 


由 弯 矩 可 以 求 出 剪 力 为 ; 


(3) 当 杆 件 两 端 发 生 沿 z 轴 正方 向 的 位 移 时 [图 3.11(c)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 沿 z 轴 
方向 的 剪 力 和 5Oz 平 面 内 的 弯 矩 ， 杆 端 弯 矩 为 ， 


杆 端 剪 力 为 : 
S44 


人 


Ft 


12EI 


二 [3 (i — 0 ) 


去 _ MTTM， 12EI 


1 一切)) 


《4) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 z 轴 正方 向 的 转角 位 移 时 [图 3. 11(d)]， 杆 的 两 端 产生 捏 矩 ， 
扭矩 为 : 


3.11 空间 杆 单 元 受 力 分 解 


(5) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 y 轴 正方 向 的 转角 位 移 时 [图 3.11(e)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 
沿 = 轴 方向 的 剪 力 和 zOz 平面 内 的 弯 矩 ， 杆 端 弯 矩 为 :; 


杆 端 剪 力 为 ， 


Fs——F, = 0, +0;) 
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OE OO TE OR TO TT TC 


(6) 当 杆 件 两 端 发 生 绕 z 轴 正方 向 的 转角 位 移 时 [图 3.11(f)]， 杆 的 两 端 会 同时 产生 
沿 y 轴 方向 的 剪 力 和 #0O 7 平面 内 的 弯 挎 ， 杆 端 弯 托 为 : 


,Elyg, 281s, 
My = 0 + 和 0 
杆 端 前 力 为 ; 
F, -M+ Ms a 一 和 (7 十 7) 
F,=—F,—— (0 +9) 
将 上 述 杆 端 内 力 玖 加 并 整理 写成 矩阵 形式 ， 得 到 空间 杆 单元 的 刚度 和 矩阵: 
| 学 。 0 0 0 "jj -学 。 0 0 0 0 
0 四 0 0 0 EE 0 12El 0 0 0 
Fa] E Li 上 E 
0 0 2 0 一 2 0 0 0 一 写生 0 一 
0 0 0 2 0 0 0 0 0 -站 0 
0 0 -2 0 所 0 0 0 2 0 2 
0 FP 0 0 0 全 0 5 0 0 0 
| 下 0 0 0 0 0 学 0 0 0 0 
0 2 0 0 0 Fe 0 卫生 0 0 0 
有 
0 0 0 -Cle 0 0 0 0 0 ge 0 
0 0 号 。 0 er 0 0 0 Sr 0 人 0 
I 
(3—35) 


式 中 , EE 为 弹性 模 量 ，G 为 前 切 模 量 ;，A 为 单元 横 截 面 面 积 ， 7 为 单元 长 度 ; I 为 截面 绕 z 
轴 的 惯性 矩 ; 7 为 截面 绕 y 轴 的 惯性 矩 ， 了 五 为 绕 z 轴 的 极 惯 性 矩 。 
将 式 (3 - 35) 写 成 用 和 抢 阵 表示 的 形式 : 


了 Fe@ 一 K@5@ (3-36) 
其 中 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


or i 


学 0 0 0 0 0 i -党 0 0 0 0 0 
0 LEE 0 0 0 .EE: 0 -ZE 0 0 0 {EL 
1 1 1 1 
1 2 i i 。 
0 0 0 2 0 0 0 0 0 -2 0 0 
0 0 -oe 0 多 0 0 0 2 0 后 0 
1 
Ee=| .ee. A ER re Ue 2 
- 兰 0 0 0 0 0 | 笃 0 0 0 0 0 
0 -LEL ， 6 o -EL: 0 12EL . 5 6EL 
1 1 1 1 
6 1 Df ” EL 2 i 
0 0 0 一 2 0 0 0 0 0 2 0 0 
0 0 一 2 0 2 0 ;0 0 党 0 全 0 
6E1. 2EL : _6El, 4EL 
0 2 0 0 0 mi 0 12 0 0 0 1 
(3— 37) 


对 于 空间 杆 单元 的 单元 刚度 矩阵 ke ， 可 以 做 如 下 理解 。 


(1) 矩阵 ke@ 的 第 1、?7 列 和 第 1、7 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 件 单元 只 受 轴 力 时 的 
单元 刚度 算 阵 。 


(2) 矩阵 Ke 的 第 4、10 列 和 第 4、10 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 只 受 扭 转 作用 
时 对 应 的 单元 刚度 矩阵 。 


(3) 和 矩 阵 Ke 的 第 2、6、8、12 列 和 第 2、6、8、12 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 
在 zy 平面 发 生 纯 弯 曲 时 的 单元 刚度 矩阵 。 
(4) 矩阵 k9 的 第 3、5、9、11 列 和 第 3、5、9、11 行 相交 元 素 组 成 的 矩阵 表示 杆 单元 


在 zz 平面 发 生 纯 弯曲 时 的 单元 刚度 矩阵 ， 但 这 里 应 该 注意 的 是 ， 此 时 结 点 力 M: 、Mv 的 
方向 与 坐标 轴 的 正方 向 相反 。 


上 述 四 种 组 合 变形 按照 杆 端 力 和 结 点 位 移 分 量 的 顺序 对 应 排列 ， 即 可 以 组 成 空间 刚 架 
单元 的 单元 刚度 矩阵 。 


3.2.6 单元 刚度 矩阵 的 性 质 


从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 单 元 刚度 和 矩阵 具有 如 下 性 质 。 
(1) 单元 刚度 惩 阵 e@ 为 对 称 和 矩阵 ， 其 元 素 满 足 局 二 ki (i 关门。 
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(2) 单元 刚度 矩阵 Ke@ 中 的 每 个 元 素 代 表单 位 杆 端 位 移 引 起 的 杆 端 力 。 其 中 ， 元 素 &; 
的 物理 意义 是 第 7 个 杆 端 位 移 分 量 等 于 1( 其 余 位 移 分 量 等 于 0) 时 ， 所 引起 的 第 i 个 杆 端 力 
的 分 量 值 。 

(3) 一 般 单元 的 单元 刚度 矩阵 K@ 是 奇异 矩阵 ， 它 的 元 素 组 成 的 行列 式 等 于 零 ， 即 
|k® | 二 0。 根 据 奇异 矩阵 的 性 质 ，K@ 没 有 道 矩 阵 。 也 就 是 说 ， 如 果 给 定 杆 端 位 移 8@ ， 根 
据 式 (3 - 33) 或 式 (3 - 37) 可 以 求 出 杆 端 力 F® 的 唯一 解 ， 但 反 过 来 ， 如 果 已 知 杆 端 力 F®， 
则 不 能 根据 69 一 (ke)-!F99 来 确定 杆 端 位 移 6® 的 唯一 解 。 因 为 即使 在 杆 端 力 已 知 的 情况 
下 ， 由 于 单元 两 端 无 任何 约束 ， 所 以 除 杆 端 自身 变形 外 ， 单 元 还 可 以 发 生 任 意 的 刚体 位 
移 。 举 例 来 说 ， 如 果 物 体 处 于 静止 状态 ， 我 们 可 以 说 其 处 于 平衡 状态 ， 但 反 过 来 ， 如 果 物 
体 处 于 平衡 状态 ， 则 我 们 不 能 说 其 一 定 处 于 静止 状态 。 

(4) 单元 刚度 矩阵 上 @ 具有 分 块 的 性 质 ， 即 可 以 用 子 矩 阵 表 示 K@。 在 式 (3 - 32)、 
式 (3- 34) 和 式 (3 - 37) 中 ， 用 虚线 把 Ke@ 分 为 四 个 子 矩 阵 ， 把 F@ 和 6e@ 各 分 为 两 个 子 矩 阵 ， 


因此 式 (3 - 33) 又 可 以 写 为 : 
Fe| [x® :re|lss 
| 六 (3— 38) 
F?| | 在 ;三 L659 


其 中 ， 对 平面 杆 件 有 : 


F®= [F。 F,; MJ 
FE? [有 PR MJ 
568 一 [i a 0 
部 = [而 也 5 
对 空间 杆 件 有 : 
F8 一 [Fs FF F, M: Mo 了 
| 


用 子 矩 阵 形式 表示 单元 刚度 矩阵 和 单元 刚度 方程 ， 可 以 使 其 表达 的 物理 意义 更 加 清 
楚 。 在 单元 刚度 矩阵 ke® 中 ， 其 任意 子 和 矩阵 k 人 9 表示 杆 端 力 F8 和 杆 端 位 移 88 之 间 的 关系 。 


| 3.3 整体 分 析 


为 了 建立 平面 杆 件 结构 的 整体 平衡 方程 ， 必 须 把 局 部 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 和 单元 结 
点 力 向 量 转换 到 整体 坐标 系 下 ， 而 为 了 计算 单元 在 局 部 坐标 系 下 的 杆 端 力 ， 又 必须 把 单元 
在 整体 坐标 系 下 的 位 移 转 换 到 局 部 坐标 系 下 ， 下 面 来 推导 这 些 转 换 关 系 。 


| 


3.3.1 平面 问题 坐标 变换 矩阵 


结构 离散 时 建立 了 两 套 坐 标 系 (局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 )， 上 述 单元 分 析 是 在 局 
部 坐标 系 中 进行 的 ， 杆 轴 为 z 轴 ， 另 外 两 轴 为 惯性 主轴 的 局 部 坐标 系 。 而 实际 杆 件 体 
系 中 的 每 根 杆 件 (单元 ) 方 位 除 连续 粱 外 并 不 相同 ， 对 于 某 一 单元 来 说 ， 当 其 局 部 坐 
标 系 与 整个 结构 的 整体 坐标 系 不 一 致 时 ， 则 由 单元 分 析 的 物理 量 必须 通过 坐标 转换 
首先 变换 到 整体 坐标 系 中 ， 然 后 再 进行 整体 分 析 ， 这 里 介绍 一 下 求 坐标 变换 矩阵 的 
方法 。 

图 3. 12 为 同 原点 的 两 个 坐标 系 ， 图 3. 12(a) 中 单元 的 杆 端 力 都 是 在 局 部 坐标 系 zO5 表 
示 的 ， 图 3. 12(b) 表 示 杆 端 力 在 整体 坐标 系 xOy 中 的 方向 。 


MM 


3.12 平面 问题 两 种 坐标 系 下 杆 端 力 转换 关系 示意 图 


为 了 导出 整体 坐标 系 和 局 部 坐标 系 中 杆 端 力 之 间 的 关系 ， 将 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 
Fa 、 下 ;分 别 投 影 到 局 部 坐标 系 中 的 、y 轴 上 ， 或 者 说 将 整体 坐标 系 中 的 杆 端 力 Fx 、 下 ; 
分 解 为 z=、y 上 的 分 力 ， 即 

F, = F,cosa Fsing 
(3 -39) 
Fy =— Fsingt Fy cosa 
这 里 ，a 表示 由 整体 坐标 系 的 x 轴 转 到 局 部 坐标 系 三 轴 的 转角 ， 角 度 转动 的 正 负 由 右手 定 
则 确定 ， 对 于 平面 杆 系 结构 ， 本 书 中 以 顺 时 针 方向 转动 为 正 。 在 两 个 坐标 系 中 ， 力 偶 分 量 
保持 不 变 ， 即 有 


AM 一 Mi (3 - 40) 
同 理 ， 对 于 7 端的 杆 端 力 ， 有 
F, 一 Focosa 十 FF sing 
F,=—F, singt Fy cosa (3— 41) 


M.=M. 


了 了 


将 式 (3- 39)、 式 (3- 40) 、 式 (3 - 41) 表 示 为 矩阵 形式 : 
> AA 
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ol| 
由 


I cosa sing 0 0 0 0] Fa 
Fy| |—sing cosa 0 0 0 0l|F, 
M: 0 0 1 0 0 0l|lM; 
一 (3 -42) 
F, 0 0 0 cosa sina 0||F; 
去 0 0 0 一 sine cosa 0||F,y 
人 0 0 0 0 0 IM 
AM 
将 式 (3 - 42) 写 成 如 下 所 示 和 矩阵 形式 : 
下 ee 一 TeF@ (3 一 43) 
式 中 ， 
cosa sing 0 0 0 0 
一 Sinaw cosa 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
T@ = (3 - 44) 
0 0 0 cosa Ssing 0 
0 0 0 一 sina cosa 0 
0 0 0 0 0 1 
为 两 种 坐标 系 下 单元 杆 端 力 的 坐标 变换 矩阵 。 
局 部 坐标 系 下 的 单元 杆 端 力矩 阵 为 ， 
下 e 一 [F。 Fy M F, F, Mi 了 (3 - 45) 
整体 坐标 系 王 的 单元 杆 端 力矩 阵 为 ， 
Fe 一 [F，F，M F, F, M,] (3- 46) 


从 坐标 转换 矩阵 Te 的 表达 式 (3 - 44) 可 以 看 出 ，7@ 为 正 交 矩阵， 其 首 抢 阵 等 于 其 转 置 
和 矩阵， 即 
T@-! 一 Te@r (3 -47) 
并 且 
Te-ITe@ 一 了 (3— 48) 
式 中 ，T 为 单位 矩阵 。 
同 理 可 以 得 到 两 种 坐标 系 下 的 杆 端 位 移 之 间 的 转换 关系 为 : 
69 =T®6® (3 -49) 
6@ 和 68 分 别 为 局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 下 的 杆 端 位 移 和 矩阵 ，T@ 为 转换 矩阵 。 将 式 (3 - 
43)、 式 (3 -49) 代 入 式 (3- 33) 中 ， 可 得 : 
Te@Fe@e 一 KeTepe (3 - 50) 
式 (3 -50) 两 边 同 乘 以 J“!， 并 考虑 式 (3 - 47) 和 式 (3 - 48)， 可 以 得 到 : 
Fe@ 一 1@e-IK@T@p5e@ 一 TeTKe@Tepe 
令 


Ke@ 一 TeTK@T@ (3-51) 


人 


得 ， 
Te 一 Ke08 《3 一 52) 

式 (3- 52) 即 为 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 方程 。 式 (3 - 51) 为 两 种 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 的 
转换 公式 ， 利 用 该 式 可 求 得 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 。 

对 于 轴 力 单元 来 说 ， 在 整体 坐标 系 下 的 杆 端 力矩 阵 和 杆 端 位 移 矩 阵 分 别 为 ; 

Fe 一 [FF FF FF 
69 = La Ui Ui vj 

由 于 不 需要 考虑 杆 端 转角 位 移 9 和 杆 端 力 偶 M， 故 在 坐标 转换 矩阵 式 (3 - 44) 中 应 删 

去 第 3、6 行 和 第 3、6 列 元 素 ， 轴 力 单元 的 坐标 转换 矩阵 为 : 


cosaw sing 0 0 
一 Sina cosa 0 0 
Te@ = . (3— 53) 
0 0 COSa Slnaw 
0 0 一 Sina cosa 


对 于 一 般 单元 来 说 ， 若 =0， 则 有 Ke 一 ke 。 

从 前 面 的 分 析 可 以 看 出 ， 整 体 坐 标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 k® 与 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 
矩阵 K@ 是 同 阶 和 矩阵 ， 它 们 具有 类 似 的 性 质 。 

下 面 是 计算 平面 刚 架 单元 坐标 转换 矩阵 的 函数 。 


void coord trans beam 2d( float xi,float yi,float xj,float yj,float**Te,int n) 


n :转换 矩阵 的 大 小 ,只 能 为 6 
输出 ， 
Te; 二 维 数组 ,Te[ nj]Lnj ,存放 转换 矩阵 的 元 素 


int i,j; 
float len; // 单 元 长 度 
float lxbx, 1xby; // 局 部 坐标 系 的 x 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y 轴 的 方向 余弦 
len=sqrt ((xj ~ xi)* (xj "= xi)+ (yj ~ yi)* (yj ~ yi4)); 
1xbx= (xj ~ xi) /len; //cos 
lxby= (yj ~- yi) /len; //sin 
for (i=0;i<n;i++){ 
for (j=0;j<n;j++)Te[LiJ[j]=0. 0; 
} 
Te[ 01[L01= Lxbx; TelL 01[1]=1xby; 
Te[11[0]=- 1xby; Te[1][1]=1xbx; 
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Tef 2J][2]=1. 0; 
Te[ 3][3]=1xbx; Te[ 3][4]=1xby; 
Te[ 4][3]=- 1xby; Te[ 4][ 4]=1xbx; 
TeL5]L5]=1. 0; 


3.3.2 空间 问题 坐标 变换 失 阵 


对 于 平面 杆 件 体系 来 说 ， 局 部 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 可 以 通过 坐标 转换 得 到 整体 坐 
标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 ， 对 于 空间 杆 系 结构 来 说 ， 可 以 通过 同样 的 方法 得 到 整体 坐标 系 下 
的 单元 刚度 矩阵 ， 下 面 进行 简要 介绍 。 

首先 ， 考 察 结 点 i 在 局 部 坐标 系 Ozyz 下 的 杆 端 力 FF 、F;、F 与 在 整体 坐标 系 下 的 
杆 端 力 下 、F 、F; 的 关系 。 设 z 轴 与 +、y、z 轴 的 夹 角 分 别 为 r+、Zzy、zz( 图 3. 13)， 
则 三 轴 与 -、y、z 轴 的 方向 余弦 分 别 为 ; 


la: =COS(T, Xx), lzy—=cos(T, y), lz ~—CcOs(T, z) (3-54) 
将 杆 端 力 Fa 、F; 、Fs 向 z 轴 投影 ， 可 以 
求 得 杆 端 力 下 = ， 
Fi=F,ls, +Fyls, Fol, 
同 理 ， 可 以 求 得 F, 和 F 。: Fi 
=Fylsyr Fylyy Fats. 
一 下 -有 十 Fa 十 Fe 
用 和 矩阵 形式 表示 为 : 


了 上 上- lz liy lz 工 - 
ss 和 | 加 
= ly la ts 图 3.13 空间 问题 两 种 坐标 系 下 
式 (3 - 55) 即 为 结 点 i 的 杆 端 力 在 局 部 坐标 系 杆 端 力 转换 关系 示意 图 
和 整体 坐标 系 下 的 转换 关系 。 其 中 的 矩阵 


Tr Lzy [a 
be | (3 -56) 


lss l Ey l zz 


Fs 
Ey 


称 为 关系 矩阵 。 

与 上 面 的 推导 类 似 ， 同 样 可 以 用 M,; 、M, 、M; 表示 M:、M;、M;， 并 且 对 于 结 点 7 
的 相对 应 的 转换 关系 ， 其 转换 关系 矩阵 同样 为 。 

综 上 所 述 ， 整 体 坐 标 系 下 单元 杆 端 力矩 阵 与 局 部 坐标 系 下 单元 杆 端 力 矩阵 关系 为 ， 


F®=T®F® (3-57) 
其 中 的 Te 为 : 


NN > 


| 
a 


20 0 0 
0 (3 -58) 
0 0 2 0 
0 0 0 
称 为 空间 坐标 系 的 单元 转换 矩阵 ， 它 是 12X12 阶 和 矩阵 ， 且 为 正 交 和 矩阵 ， 满 足 : 
T@-1 一 TerT 
对 于 杆 端 位 移 ， 用 同样 的 方法 可 以 推导 出 在 局 部 坐标 系 和 整体 坐标 系 中 的 转换 关系 为 : 
69@ 一 Tepe (3- 59) 


将 式 (3- 57)、 式 (3- 59) 代 入 式 (3- 36) 中 ， 可 得 空间 刚 架 杆 件 单元 在 整体 坐标 系 中 

的 单元 刚度 方程 为 : 
F®=k®8® (3 -60) 
其 中 ， 
k® 一 TeTK@T@ (3-61) 
表示 空间 单元 在 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 可 以 看 出 ， 式 (3 - 60) 和 式 (3 - 61) 与 平面 
结构 中 对 应 的 表达 式 完 全 一 致 ， 其 不 同 之 处 仅 在 于 单元 转换 矩阵 不 同 。 

在 平面 结构 中 ， 杆 件 的 位 置 可 以 由 单元 的 两 个 结 点 i 和 j 确定， 但 在 空间 结构 体系 里 ， 
仅仅 通过 单元 的 两 个 结 点 并 不 能 完全 确定 杆 件 在 空间 的 位 置 ， 因 为 主 惯性 轴 相 同 的 地 杆 ， 
其 截面 形 心 主轴 仍 可 有 不 同方 向 。 为 确定 杆 件 在 空间 的 确切 位 置 ， 还 需要 在 杆 件 轴线 外 另 
取 一 点 &， 以 确定 其 形 心 主 轴 方 向 。 

如 图 3. 14 所 示 ， 杆 件 整体 坐标 系 为 xyz， 局 部 坐标 
系 为 2E，0O7 为 杆 件 截 面 形 心 主 轴 之 一 ， 在 杆 件 外 取 一 
点 &， 则 单元 的 位 置 可 由 1i、7、& 三 点 的 坐标 确定 。 

设 i、j、& 三 点 在 整体 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 (zi， 
yi Ci) Ty CT 则 式 (3 - 56) 中 
的 第 一 行 元 素 可 以 确定 如 下 : 


I Xi 
Tr Z 
Ce (3- 62) 
3.14 ”空间 坐标 转换 关系 A 
其 中 ，! 为 杆 长 ， 可 按照 式 (3 - 62) 求 得 : 
l= (zj—7) (yO—y) 二 (zj—2) (3- 63) 
则 局 部 坐标 系 中 Oz 轴 方 向 的 矢量 x 可 以 表示 为 : 
X=lzitlsyj 十 /天 (3 到 64) 


其 中 ，i、j、 上 为 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 矢量 。 
HY 


在 整体 坐标 系 中 ， 矢 量度 和 六 可 表示 为 : 
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t= (x CO— Zi, Ve Yi, Zh — Zi), 访 = (zi 一 zj， Ve Yj Zh — ji) 


平面 ijk 与 Oz 轴 的 矢量 z 垂直 ， 根 据 矢量 运算 规则 ， 有 
i J k 
XT 一 旋 X 谍 = Th XT Ve VY Zh Zi 


Te TT; Ve YY; Zh 


心 


yi Ze Zi 


JE Yi 


YZ= 


则 有 


9 ZX 一 一 


kj 


z=YZi ZXi +XYk 


Oz 轴 的 方向 余弦 为 ， 


lzy =ZX/l, 


Lz =XY/L, 


其 中 ， 
l= (YZ)° + (ZX) + (XY) 


由 O5 轴 的 方向 余弦 之 和 等 于 1， 则 
六 十 玉 , 十 及 一 1] 
由 三 坐标 轴 相 互 垂 直 ， 可 得 ;， 
y* x=0 
y* z=y* 《xX 访 ) 二 0 
联 立 式 (3- 69) 、 式 (3-70)、 式 (3-71) 得 ; 
/ 关 一 9l /ls 
-st 
Ls: = Ss3 /ls 
式 中 ， 
Si 一 (1 一 此 ) (ze — Zi) — Lzrls,y (ye— Yi)— Lerlze (Zh — i) 
Ss=— Lalzy (xh —Zz)+ (Ly — yi)— Ly (Zh — Zi) 
Ss =—Lzlz (Th — Xi) — lzylse (yk —y) + (lL)(z —2z) 


一 VS: 十 S: 十 Ss 


(3- 65) 


Ve Yi 
De Yi 


(3— 66) 


(3- 67) 


(3 ~ 68) 


(3— 69) 


(3-70) 


(3-71) 


(3—72) 


由 式 (3 ~ 62)、 式 (3 - 67)、 式 (3 - 72) 便 可 确定 空间 坐标 转换 矩阵 (3 - 58) 。 


下 面 是 计算 空间 刚 架 单元 坐标 转换 矩阵 的 函数 。 


NA 


| 
| 
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void coord trans bean 2d (float xi,float yi,float Zi,float xj,float yj, float zj, float 
xk, float yk,float zk, float**Te,int n)} 


xivyiyzi: 单 元 起 点 x,y,z 坐标 
xjvyYjyzj :单元 终点 x,y,z 坐标 
xkv yk, zk: 单 元 参考 点 x yyz 坐标 
n: 转 换 和 矩阵 的 大 小 ,只 能 为 12, 可 以 省 略 
输出 ; 
Te: 二 维 数组 ,TeLnjLnj] ,存放 转换 矩阵 的 元 素 


int i,j; 

float len; // 单 元 长 度 

float 1xbx, Lxby, 1xbz; // 局 部 坐标 系 的 x 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y、z 轴 的 方向 余弦 
float lybx,1lyby, lybz; // 局 部 坐标 系 的 y 轴 与 整体 坐标 系 的 x、y、z 轴 的 方向 余 蓄 
float 1zbx,1zby;1lzbz;  ”// 局 部 坐标 系 的 z 轴 与 整体 坐标 系 的 x,y、z 轴 的 方向 余弦 
len=sgrt ( (xj-xi)}* (xj-xi)+ (yj-yi)* (yj— yi)+ (zj-2zi)* (zj 一 Zi)) 7 

lxbx= (xj—xi)/len; 

lxby= (yj- yi) /len; 

lxbz= {zj- zi) /len; 


float Y2, 2X,XY; 

Y2= (yk- yi)* (zk-2zj)- (zk- zi)* (yk- yj); 
ZX=~ (XK— Xi)* (Zzk-2j)+ (Zk- Zi)* (xk~ xj)? 
XY= (XKk- xi)* (yk-yj)-— (yk- yi)* (xk- xj); 
len=sqrt (YZ* YZ+ ZX* ZX+ XY* XY); 
lzbpx=Y2/1len; 

lzby=2X/len; 

lzbz=XY/len; 


float sl1, s2,s3; 

S1= (1- lxbx* 1XDX) * (xk-xi) ~ lxpbx* lxby* (yk~- yi) -lxbx* lxbz* (zk~ zi); 
S2= -lxby* 1xbx* (xk-xi)+ (1- lxby* lxby)* (yk— yi) - lxby* Jxbz* (zk- zi); 
S3= -lxbz* lxbx* (xk-xi) -lxbz* lxby* (ykK- yi)+ (1- lxbz* lxbz)* (zk- zi); 
Jen=sqrt (sl* sl+ s2* s2+ s3* s3); 

lybx=s1/len; 

lyby=s2/len; 

lybz=s3/len; 


for (i=0;i<n;i++){ 
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for (j=0;j<n;j++)Te[iJ[j]=0. 0; 
} 


for (i=0;i<12;i+=3){ 
Te[L i][i]=1xbx; Te[i] [i+1]=lxby; Tef 1][i+2]=1xbz; 
Te[i+1][il=lybx; Te[i+1i][i+1]=iyby; Te[i+1][Li+2]=iybz; 
Te[i+2][ij=1lzbx; Te[i+2][i+1]=lzby; Te[i+2]J[i+2]=1zbz; 


3.3.3 杆 系 结构 的 整体 分 析 


对 杆 系 结构 进行 单元 分 析 ， 仪 仅 是 有 限 元 分 析 中 的 第 一 步 ， 目 的 是 要 对 整个 结构 进行 
分 析 ， 研 究 结构 的 整体 性 能 。 因 此 ， 在 对 结构 的 各 单元 分 析 完 成 后 ， 必 须 将 单元 分 析 的 结 
果 进 行 整 合 ， 即 对 结构 进行 整体 分 析 。 整 体 分 析 的 过 程 实际 上 是 将 单元 分 析 的 结果 进行 有 
效 组 合 ， 建 立 整体 刚度 方程 并 求解 结 点 位 移 的 过 程 。 根 据 对 结 点 位 移 的 编码 方式 ， 可 分 为 
“后 处 理 法 ”和 “ 先 处 理 法 ”来 建立 整体 刚度 方程 。 
1. 后 处 理 法 


2 @ C 
所 谓 后 处 理 法 ， 就 是 由 单元 刚度 矩阵 形成 整 “ 3089 
体 刚度 矩阵 ， 建 立 刚度 方程 后 再 引入 支承 条 件 ， Ss 


进而 求解 结 点 位 移 的 方法 。 运 用 这 种 方法 时 ， 首 
先 假设 所 有 结 点 位 移 均 为 未 知 量 ， 按 照 硕 序 统一 
进行 编码 ， 如 图 3. 15 所 示 的 平面 杆 件 单元 。 
结 点 位 移 矩阵 为 : 
6 一 [0 6, 6, 6, ]™ 
=[u Wy hh ue ve bh us vv bb WW Wh 和 了 
结 点 荷载 矩阵 为 : 
F=[F F, Fs F,]' 
一 [LF Fy, M: Fs Fs, M; Fs Fs M3 Fs, Fy, Mi] 
求 出 各 单元 刚度 方程 后 ， 根 据 平 衡 条 件 和 位 移 连 续 条 件 ， 可 以 建立 整个 结构 的 位 移 法 
方程 : 


4(10 11 12) 
1(123) 


图 3.15 后 处 理 法 位 移 编 码 示意 图 


F 0 
F2| 6, 
下 3 四 6; 
F, 6, 
将 上 式 写 成 矩阵 形式 为 : 
F=K6 (3 -73) 


其 中 ，K 为 结构 的 整体 刚度 和 矩阵， 有 


| 
a 


| G_74) 


但 应 该 注意 到 ， 在 建立 方程 (3 - 73) 的 过 程 中 ， 假 设 所 有 结 点 位 移 未 知 ， 因 此 整个 结 
构 在 外 力作 用 下 ， 除 了 发 生 弹 性 变形 外 ， 还 可 能 发 生 刚 体位 移 ， 这 样 各 结 点 位 移 不 能 唯一 
确定 ， 即 式 (3 - 74) 为 奇异 矩阵 ， 不 能 求 逆 矩阵， 或 者 说 对 式 (3 - 73) 求 解 可 得 到 无 穷 多 个 
解 。 实 际 上 ， 在 图 3. 15 所 示 刚 架 中 ， 结 点 1 和 结 点 4 均 为 固定 端 ， 其 6 个 位 移 分 量 均 为 
0， 即 有 


U1=v = =wu—=w—=h=0 
这 样 ， 将 上 述 支承 条 件 引 入 方程 (3 -73) 中 ， 即 令 式 (3-73) 中 的 和 54 等 于 0， 可 得 到 修 
改 后 的 整体 刚度 方程 : 


对 上 述 方 程 进 行 化 简 ， 可 以 得 到 两 组 方程 : 


|]= [让 ] [=| C975) 
3 Ks 下 3 - -03 


| 攻 : 0 | 
|| 0 0 3-76 
人 0 :天 JJL6: 


这 样 ， 利 用 式 (3 -75) 可 以 求 得 结 点 位 移 2 和 2 ， 再 根据 式 (3- 76) 可 以 求 得 支 座 反 力 
了 和 F, o 

上 述 步骤 是 就 特定 的 结构 进行 讨论 的 ， 实 际 上 对 于 一 般 杆 件 结构 来 说 ， 均 可 以 按 上 述 
步骤 进行 分 析 ， 不 管 结构 具有 和 多少 个 结 点 位 移 分 量 ， 通 过 调整 其 顺序 ， 总 可 以 将 其 分 为 两 
组 ， 一 组 包含 所 有 未 知 结 点 位 移 分 量 8r ， 另 一 组 包含 所 有 已 知 结 点 位 移 分 量 人， 对 应 的 结 
点 力 分 量 也 可 以 分 别 表示 为 Fl/ 和 F,， 即 


| 


与 此 相对 应 ， 整 体 刚度 矩阵 K 也 可 以 重新 排列 ， 分 为 4 个 子 块 。 这 样 整体 刚度 方程 可 


以 重新 写 为 : 
[| = [人 -|| 
Fa lk, :K,JLis 
展开 以 后 写成 : 
F/=Ky6 /+K ,6, (3-77) 
F,=K,6/+K,é, (3- 78) 


已 知 了 /和 人 ,时 ， 可 以 根据 式 (3 -77) 计 算 G7r， 然后 根据 式 (3 - 78) 计 算 支 座 反 力 下 。 
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2. 先 处 理 法 


所 谓 先 处 理 法 ， 就 是 先 引 入 支承 条 件 ， 即 仅 对 未 知 结 点 位 移 进行 编码 ， 得 到 的 位 移 矩 
阵 中 不 包含 已 知 的 约束 位 移 分 量 ， 可 以 直接 得 到 方程 (3 - 77) 来 求解 自由 结 点 位 移 分 量 。 

如 图 3. 16 所 示 的 平面 刚 架 结构 ， 由 
于 在 A 和 下 处 为 固定 支 座 ， 其 位 移 为 0， 0 -入 2 
故 位 移 编码 为 0; E 处 为 固定 铵 支 座 ， 线 
位 移 为 0， 角 位 移 不 为 0， 故 其 角 位 移 编 ”> 
码 不 为 0， 线 位 移 编码 为 0; 在 C 处，BC 
杆 与 EC 杆 在 C 点 刚 接 ， 然 后 与 DC 杆 贸 
接 , 故 BC 杆 和 EC 杆 在 C 端 有 相同 的 角 
位 移 和 线 位 移 ， 但 DC 杆 在 C 端的 角 位 移 
与 BC(EC) 杆 在 C 端的 角 位 移 不 相同 ， 因 
此 在 C 处 编 两 个 结 点 3 和 4， 但 结 点 3 和 4 的 线 位 移 相 同 ， 故 采用 相同 的 编号 ， 各 结 点 位 
移 编 码 如 图 3. 16 所 示 。 

综 上 所 述 ， 利 用 先 处 理 法 对 单元 结 点 位 移 编码 时 ， 仅 对 独立 的 位 移 分 量 按 自 然 数 顺序 
编号 ， 若 某 些 位 移 分 量 由 于 连接 条 件 的 限制 彼此 相等 ， 则 编 为 同一 位 移 号 。 在 支 座 处 ， 由 
于 刚性 约束 而 使 位 移 分 量 为 零 时 ， 则 对 应 的 编号 为 0。 

3. 杆 系 结构 整体 刚度 矩阵 


下 面 以 先 处 理 法 为 例 ， 介 绍 如 何 将 离散 的 单元 重新 集 装 成 整体 结构 ， 使 其 满足 力 的 平 
衡 条 件 和 位 移 的 连续 条 件 ， 得 到 结构 的 整体 刚度 方程 。 

由 单元 刚度 矩阵 集成 整体 刚度 矩阵 通常 采用 刚度 集成 法 。 其 计算 过 程 可 以 分 为 两 步 ; 
首先 求 出 各 单元 的 贡献 矩阵 (将 单元 刚度 矩阵 扩 阶 为 与 整体 刚度 矩阵 同 阶 的 矩阵 )， 然 后 将 
它们 释 加 起 来 形成 整体 刚度 矩阵 。 但 这 样 处 理 在 实际 中 很 少 采 用 ， 因 为 在 编程 过 程 中 需 先 
将 各 单元 的 刚度 矩阵 扩 阶 成 单元 贡献 矩阵 储存 起 来 ， 而 各 单元 贡献 矩阵 的 阶 数 与 整体 刚度 
矩阵 的 阶 数 相同 ， 因 此 占用 的 计算 机 内 存 空间 非常 大 ， 不 利于 节约 资源 ， 并 且 在 实际 中 有 
可 能 耗 尽 所 有 资源 。 故 在 实际 中 并 不 是 采用 贡献 矩阵 法 ， 而 是 利用 各 单元 的 定位 数组 ， 采 
用 “ 边 定位 ， 边 累加 ”的 方法 。 

所 谓 单元 的 定位 数组 ， 就 是 将 单元 加 的 始 端 及 末端 的 位 移 编码 排 成 一 行 ( 始 端 在 前 ， 
末端 在 后 ) ， 写 成 如 下 的 形式 : 


ME=m m2 ms … 717) 


ee 如 图 3. 17 所 示 ， 各 单元 的 定位 数组 分 别 为 ， 
4(457) m2o=(0 0 0:1 2 3) 

mo=(1 2 3:4 5 6) 

me=(0 0 0:4 5 7) 

4 | 1(000) D| 5000) 这 样 处 理 得 到 的 整体 刚度 矩阵 与 又 加 所 有 贡献 


3(45 6) 4(7 8 9) 


1(000) 六 5(00 10) 3(0000) 


五 


3.16 先 处 理 法 位 移 编 码 示意 图 


Sm 矩阵 得 到 的 结果 完全 一 致 ， 且 可 以 节约 大 量 的 存储 
空间 。 
图 3.17 先 处 理 法 于 


结构 有 3 个 单元 ，5 个 结 点 ，7 个 独立 的 位 移 
NA) 


a | 
i 


分 量 ， 这 样 其 整体 刚度 矩阵 应 为 7X7 阶 和 矩阵 ， 即 
Ku Ki: K's Ku Ks 天 6 kK 


Kn Ky Ks Kn Kys Ks 天 77 


对 于 单元 @ 来 说 ， 其 单元 定位 数组 为 m? 二 (0 0 0;1 2 3)， 将 定位 数组 标记 在 
单元 刚度 和 矩阵 的 上 面 和 右 侧 ， 其 与 单元 刚度 矩阵 一 起 写成 如 下 形式 ， 


0 0 0:1 2 3 


a 

2 

> 

名 

~ 

名 

x 

多 

~ 

名 

名 

个 
WO OO OD 


61 ke2 kes koa kes R66 


按 先 处 理 法 ， 单 元 刚度 矩阵 中 对 应 位 移 分 量 编号 为 0 的 元 素 不 进入 整体 刚度 矩阵 ， 非 
0 位 移 编码 指明 了 其 余 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 行 、 列 号 。 例 如 ， 侧 对 应 于 第 5 行 位 移 
编码 为 2， 第 4 列 的 位 移 编码 为 1， 则 它 在 整体 刚度 矩阵 中 应 放 在 Ka 的 位 置 。 以 此 类 推 ， 
如 中 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 天 中 的 位 置 为 


khR—Ki 如 一 开 iz 1 Ks 
人 一 天 21 人 吕 —K, 他 一 开 23 
K 册 一 天 sl 人 归 一 开 3z k 一 > 开 33 


单元 @ 的 刚度 矩阵 和 它 的 定位 数组 为 ， 


Ra 
Ea 
Ra 
S 
从 
人 
Co 
Ra 
守 
mn 
a 
Ra 
bd 
be 
Ga ii 性 


Le 
k® 中 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 中 的 位 置 为 : 
tp >K: (i=1, 2, *, 6; j—1, 2, .., 6) 
单元 名 的 刚度 矩阵 和 它 的 定位 数组 为 : 


WA 
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> 
号 
~ 
名 
> 
by 
~ 
Ek 
> 
出 
从- 
Co 
Cn 
~ 局 心 : 口 口 吓 


ol Rez kos ;Re kes kes 
Kk 中 各 元 素 在 整体 刚度 矩阵 K 中 的 位 置 为 : 
kK kK kR—K 
kKs ka—Kss kKs 
kK kB—K; hk 一 Ky 


这 样 ， 按 照 以 上 所 讲 的 定位 方法 ,将 如、 愉 、 崔 中 的 相关 元 素 累加 到 整体 刚度 矩阵 
对 应 的 元 素 上 ， 可 以 得 到 整体 刚度 矩阵 : 


k 轨 十 k 煞 kk 吕 十 k 曲 ” 妇 十 更 人 多 多 0 
而 十 多 而 十 旭 而 十 克 多 时 如 0 
铀 十 克 而 十 旭 而 + 克 如 名 而 
K=| 多 人 多 3 铭 十 矶 多 + 妇 有 议 而 
R 多 多 旬 训 十 如 多 上 + 如 用 而 
名 人 多 人 全 1 人 和 名 0 
0 0 0 人 £8 0 - 谨 
在 实际 编程 过 程 中 ， 和 集成 整体 刚度 矩阵 的 过 程 为 “ 边 定 位 ， 边 累加 ”， 其 过 程 可 以 概 


括 如 下 。 

(1) 根据 最 大 位 移 编号 数 ， 建 立 整体 刚度 矩阵 天 并 存储 空间 、 初 始 化 0， 若 位 移 个 数 
为 x， 则 整体 刚度 矩阵 为 nXn 阶 矩 阵 。 

(2) 对 单元 循环 ， 根 据 其 定位 数组 ， 将 其 元 素 累 加 到 整体 刚度 矩阵 有 K 中 对 应 的 元 素 


上 ， 直 到 处 理 完 所 有 的 单元 为 止 。 psp © c 

例 3-1 如 图 3.18 所 示 刚 架 结 构 ABCD， 各 < 4123) 259 
杆 件 截面 尺寸 相同 ，A 三 0.5m ， 材 料 性 质 一 样 ， 县 ja @ 
杆 件 尺寸 如 图 所 示 ， 弹 性 模 量 上 = 二 3X10: MPa， 截 

] A| 1000) D| 4000) 

面 惯 性 矩 1 二 序 m*， 试 求 刚 架 的 整体 刚度 矩阵 K。 3 

解 : (1) 单元 划分 、 建 立 局 部 坐标 系 和 整体 坐 图 3.18 例 3-1 刚 架 结构 
标 系 (图 3. 18) ， 对 单元 和 结 点 编号 。 

认 -0.3x10'， 人 一 0.1X10?， 9 弛 一 0.03X10?， 也 名 一 oo12X10 


RN 4 


i 


(2) 计算 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 K@ 。 由 于 单元 中 、@@、 图 的 几何 尺寸 完全 一 
样 ， 因 此 其 单元 刚度 矩阵 k 一 K@e 一 k8 ， 根 据 式 (3 - 34) 可 以 得 到 刚度 矩阵 ; 


0.3 0 0 :0.3 0 0 
0 0.012 0.03 i 0 一 0.012 0.03 
| 和 
—0.3 0 0 :0.3 0 0 
0  —0.012 —0.03: 0 0.012 ”一 0.03 
0 0.03 0.05 : 0  —0.03 0.1 


(3) 计算 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 对 于 单元 四， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 
夹 角 为 900"， 故 根据 式 (3 - 44) ， 计 算 其 坐标 转换 矩阵 为 : 


0 10:0 00 
100:0 00 
| 
0 00:0 10 
0 00:—1 00 
0 00:0 01 


单元 只 的 定位 数组 为 : 
1 一 (0 0 0:1 2 3) 
根据 式 (3 - 51) 计 算 单 元 中 在 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


0 0 0 : 1 2 3 
0 F0012 0 —0.03:—0.012 0 一 0.03 
0| 0 03 0 : 0 -0.3 0 
| et OR eh Wh ER 
1|—0.0122 0 0.03 :0.012 0 0.03 
2 0 一 0.3 0 i; 0 0.3 0 
3 |—0.03 0 © 0.05 : 0.05 0 0.1 


对 于 单元 @， 由 于 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 一 致 ， 因 此 两 种 坐标 系 下 的 单元 刚度 和 矩 
阵 相同 ， 即 有 


1 2 3 i 4 5 6 

1 FT 0.3 0 0 :0.3 0 0 

2 | 0 0.012 0.03 : 0 一 0.012 0.03 

3 0 0. 03 0.1 : 0 一 0.03 0.05 

k= es | is 和 X10 

4 | 一 0.3 0 0 ;0.3 0 0 

5 | 0 一 0.012 —0.03: 0 0.012 ”一 0.03 

6 0 0. 03 0.05 ;: 0 一 0.03 0.1 


对 于 单元 四 ， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 夹 角 为 99 ， 同 理 可 得 其 整体 坐标 系 下 的 
单元 刚度 矩阵 为 : 


BY 
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4 5 6 : 0 0 0 
4 『 0.012 0 一 0.03; 一 0.012 0 一 0.03 
5 0 0.3 . 0 i: 0 0.3 0 
6 |—0.03 0 0.1 : 0.03 0 0. 05 
| X10s 
0 |—0.012 0 0.03 : 0.012 0 0.03 
0 0 一 0.3 0 : 0 0.3 0 
0 [|—0.03 0 0.05 : 0.05 0 0.1 
(4) 根据 先 处 理 法 形成 如 下 所 示 整 体 刚 度 和 矩阵 K。 
.312 0 0.03 ”一 0.3 0 0 
0 0.312 0.03 0 0.012 0.03 | 
0.03 0.03 0.2 0 一 0.03 0.05 
K= x10? 
一 0.3 0 0 0. 312 0 0 
0 -0.012 —0.03 0 0.312 ”一 0.03 
0 0.03 0.05 -0.03 —0.03 02 


以 上 就 是 平面 结构 整体 刚度 矩阵 的 计算 过 程 ， 对 于 空间 结构 来 说 ， 其 处 理 过程 完 全 一 
致 ， 不 同 的 是 单元 刚度 矩阵 为 12X12 的 方 阵 ， 对 应 的 定位 数组 有 12 个 元 素 。 


| 3. 4 等 效 结 点 荷载 和 边界 条 件 


作用 在 结构 上 的 荷载 按 其 作用 位 置 不 同 ， 可 分 为 结 点 荷载 和 非 结 点 荷载 两 种 。 由 于 用 
有 限 元 法 分 析 结 构 时 ， 整 体 平衡 方程 本 质 上 是 各 结 点 的 平衡 方程 ， 因 此 必须 把 非 结 点 荷载 
按 静 力 等 效 的 原则 等 效 到 结 点 上 ， 形 成 等 效 结 点 荷载 。 


3.4.1 非 结 点 荷载 的 处 理 


根据 有 限 元 方法 的 离散 思想 ， 需 将 作用 于 单元 上 的 外 荷载 (包括 集中 荷载 、 面 分 布 荷 
载 、 体 分 布 荷载 、 力 偶 等 ) 按 照 虚 功 等 效 的 原则 等 效 到 结 点 上 ， 成 为 等 效 结 点 荷载 F:。 这 
里 的 虚 功 等 效 ， 是 指 原 力 系 与 等 效 结 点 荷载 在 任何 可 能 的 微小 位 移 ( 虚 位 移 ) 上 所 做 的 虚 功 
相等 。 

实际 上 ， 在 前 面 的 分 析 中 已 经 介绍 了 求 等 效 结 点 荷载 的 方法 ， 如 式 (3- 8)、 式 (3 - 17)、 
式 (3- 26) 分 别 可 用 来 求 不 同情 况 下 的 等 效 结 点 荷载 。 通 常 ， 可 以 做 如 下 考虑 。 

第 一 步 ， 在 局 部 坐标 系 下 求 单元 @ 的 固 端 力 下 2 。 对 于 某 个 单元 @@， 假 定单 元 的 两 端 
均 固 定 ， 然 后 根据 静 力 平衡 求 得 固定 端的 反 力 ， 表 3 - 1 列 出 了 几 种 非 结 点 荷载 作用 下 单 
元 的 固 端 力 计算 公开 


四 | 
i 0 


表 3-1 平面 刚 架 单 元 固 端 力 


单元 固 端 力 


"可 | 
TO 
© 
© 


过 | 司 


| 
2@ 


NG@ 


| | 可 
3 
© 
© 
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第 二 步 ， 根 据 单元 固 端 力求 单元 @ 的 等 效 结 点 荷载 玖 。 根 据 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 
系 单元 杆 端 力 的 变换 式 ， 固 端 内 力 在 两 种 坐标 系 下 的 变换 形式 可 以 写成 : 


F2 一 TerF9 (3-79) 
因此 ， 整 体 坐 标 系 下 的 等 效 结 点 荷载 矩阵 牵 可 以 由 式 (3 - 80) 计 算 : 
FR=—F? (3- 80) 


以 下 函数 用 来 计算 二 维 杆 单元 的 等 效 结 点 荷载 。 


void loading beam2d (float L int eLType, float Q1,float Q2,float a,float b,float * fe, 


int n) 
/* -=-~-------------------------------------------------------------~------~~---~-----------------------~ 
输入 : 
:单元 长 度 
eLType :荷载 类 型 , 见 下 面 解释 
01,Q2: 和 荷载 在 开始 点 .结束 点 的 大 小 ,对 于 集中 荷载 ,82 不 起 作用 
a:Ql 作用 点 距 i 结 点 的 距离 
b: 荷 载 作用 长 度 ,集中 荷载 为 0 


n: 等 效 结 点 荷载 矩阵 的 大 小 ,此 处 为 6 
输出 . 
fe :等 效 结 点 荷载 矩阵 ,大 小 为 6 


float L2,L3; 
float a2,a3,b2,b3; 
float Fxi,Fyi,Mi, Fxj,Fyj,Mj; 


L2=L*L; 
L3=L* L2; 
a2=a*a; 
a3=a* a2; 
b2=b* b; 
b3=b* b2; 


switch (eLType) { 
case 1:// 线 分 布 力 ,指向 Y 轴 

Fxi=0. 0; 

Fyi= (20*a3+2*b3+10*a2* (2*b-3*L)+10*a*b* (b~2*L)-S5S*b2*L+10*L3)*Q1l+ (20* 
a3+8*b3+1l0*a*xb* (3*b~— 4*L)+10*a2* (4*b-—3*L) -5*Db2*L+10*13)*OQ2; 

Fyi*=b/ (20. 0* 13); 

Mi= (30*a3+30*a2* (b- 2*L)+5*a* (3*b2~ B*D*L+6*L2)+b* (3*b2-10*b*L+10*L2)) 
*Q1+ (30*a3+60*a2* (Db-L)+5*a* (9*b2—-16*b*L+6*L2)+2*b* (6*b2—- 15*b*L+10 


ls 
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*12) )* Q27 
Mi *=b/ (60. 0*L2) 7 


Fxj=0. 0; 
Fyj = (20*a3+b2* (2*D-5*L)+10*a2* (2*b-—3*L)-10*a*b* (b-2*L))*Ql+ (20*a3+D2x 
{8*b-15*L)+ 10*a*b* (3*b- 4*L)-10*a2* (4*b- 3*I))*Q2; 
Fyj*=~b/(20. 0* L3) 7 
Mj= (30*a3+b2* (3*b-5*L)+S5*a*b* (3*b-—4*L)+30*a2* (D-L) )*QL+ (30*a3+ S*a*b* 
(9*b-8*L)+3*b2* (4*b-5*L)+30*a2* (2*b-L))*O2; 
Mj *=b/ (60. 0* 12); 
break; 
case 2:// 集 中 力 ,指向 Y 轴 
Fxi=0. 0; 
Fyi=Q1* (Lt+2*a)* (L-a)* (L-a)/L3; 
Mi=Q1l*a* (L-a)* (L-a)/L2; 
Fxj=0. 0; 
Fyj=Ql*a*a* (3*L-2*a)/L3; 
Mij=Ql*a*a* (a-L)/L2; 
break; 
case 3:// 线 分 布 力 偶 ,指向 z 轴 
Fxi=0. 0; 
Fyi= (6*a2+4*a*Dbt+b2- 6*a*L-2*b*L)*Ql+ 
(6*a2+8*a*b+3*b2- 6* ax 工 -4xDxIT)* O2; 
Fyi*=b/ (2. 0*L3) 
Mi= (18*a2+3*b2+12*a* (Db-2*L)-8*b*L+6*L2)*Q1+ 
(18* a2+9* D2+24*a* (b-L)-16*b*L+6*L2)*O2; 
Mi*=b/ (12. 0* 12); 
Fxj=0. 0; 
Fyj= (6*a2+4*a*b+b2- 6*a*l-2*b*L)*Qlt+ 
(6*a2+8*a*bt+3*b2- 6*a*L-4*b*L)*O2; 
Fyj*= -b/ (2. 0*13); 
Mj= (18* a2+b* (3*D- 4*L)+12*a* (b-L))*Q1+ 
(18*a2+24*a*b+9*b2-12*a*L-8*b*L)*Q2; 
Mj*=b/ (12. 0* L2); 
break; 
case 4:// 集 中 力 偶 ,指向 z 轴 
Fxi=0. 0; 
Fyi=6*Q1*a* (a-L)/L3; 
Mi=Q1* (L2- 4*L*a+3*a2) /L2; 
Fxj=0. 0; 
Fyj=6*Q1l*a* (L~-a)/L3; 
Mj=Ql*a* (3*a- 2*1L)/L2; 
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break; 

case 5:// 线 分 布 力 , 指 向 x 轴 
Fxi=—b* ((3*at+b—3*L)*Q1+ (3*at2*b-3*L)*Q2)/(6. 0*L); 
Fyi=0. 0; 
Mi=0. 0; 
Fxj=b* ((3xa+b)*Ql+ (3*a+2*b)*Q2)/(6. 0* 工 ) 7 
Fyj=0. 0; 
Mj=0. 0; 
break; 

case 6:// 集 中 力 ,指向 x 轴 
Fxi=Q1* (L~a)/L; 
Fyi=0. 0; 
Mi=0. 0; 
Fxj=Ql*a/L; 
Fyij=0. 0; 
Mj=0. 0; 
break; 

default: 
Fxi=0. 0; 
Fyi=0. 0; 
Mi=0. 0; 
Fxj=0. 0; 
Fyj=0. 0; 
Mj=0. 0; 


break; 


feLloj=Fxi; fe[ll=Fyi; fe[L2]=Mi; 
fel3]=Fxj; feL[4]j=Fyj; feL5]j=Mj; 
return; 


} 


荷载 类 型 说 明 ， 
(1) 线 分 布 的 力 (指向 y 轴 )，。 


(2) 集中 力 ( 指 向 > 轴 )。 
(3) 线 分 布 的 力 偶 ( 指 向 = 轴 )。 
(4) 集中 力 偶 (指向 > 轴 )。 
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3.4.2 等 效 结 点 荷载 


前 面 将 作用 于 杆 件 上 的 非 结 点 荷载 通过 坐标 转换 矩阵 ， 得 到 了 整体 坐标 系 下 非 结 点 荷 
载 的 等 效 结 点 荷载 ， 将 其 和 直接 作用 于 结 点 上 的 结 点 荷载 Fu 全 加 可 得 总 结 点 荷载 ， 或 称 
“综合 结 点 荷载 ”。 
F=Fg+ Fy (3— 81) 
结 点 荷载 Fs 可 按 其 作用 结 点 方位 直接 累加 至 总 结 点 荷载 列 阵 中 。 


3.4.3 边界 条 件 的 处 理 


1. 镁 结 点 


在 杆 系 结构 中 ， 除 了 刚性 结 点 外 ， 通 常会 有 一 些 杆 件 通过 铵 结 点 与 其 他 杆 件 连 结 ， 如 
3. 19 所 示 的 杆 件 系统 中 ， 有 4 根 杆 件 汇 交 于 D 点 ， 其 中 BD 杆 在 D 端 通过 铵 支 座 与 其 
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他 杆 件 匀 接 ， 其 余 3 根 杆 为 刚性 接触 。 对 于 这 样 的 贸 结 点 ， 具 有 以 下 性 质 。 

(1) 贸 结 点 上 的 各 杆 具 有 相同 的 线 位 移 ， 但 截面 的 转角 位 移 不 相同 。 

(2) 结 点 上 具有 铵 接 杆 端 时 不 承受 弯 矩 作用 。 如 图 3. 19(a) 所 示 结 构 中 ，BD 杆 在 D 
端的 杆 端 弯 失 为 0， 只 有 CD、ED、GD 杆 在 结 点 刀 上 与 外 弯 矩 保持 平衡 。 

对 于 这 样 的 结 点 ， 在 对 其 进行 单元 划分 时 ， 通 常 考虑 在 DD 处 设置 两 个 结 点 。 按 照 先 处 
理 法 ， 对 图 3. 19(a) 所 示 结 构 进行 位 移 编码 ， 如 图 3. 19(b) 所 示 。 


6(9 10 11) 9(15 16 17) 
E H 


8(12 13 14) 


Dp 
3(5 67) 让 


4(5 6 8) 


5(00 0) F 7(000) 


(a) {b) 
图 3.19 贸 结 点 的 处 理 示 意图 


2. 弹性 支承 点 


在 实际 工程 中 ， 有 时 会 遇 到 弹性 支承 的 情况 (图 3. 20)， 这 时 一 般 将 弹性 支 座 看 作 是 在 
结构 约束 点 沿 约 东方 向 的 一 个 弹簧 ， 弹 簧 的 刚度 系数 为 上 ，& 在 数值 上 等 于 使 弹 得 支 座 沿 
约束 方向 产生 单位 位 移 时 所 需 施 加 的 力 。 


1 itl ’ 
天 
图 3.20 弹性 支承 点 的 处 理 示 意图 


设 结构 的 第 i 个 结 点 位 移 分 量 6; 为 弹性 支 座 约束 ， 弹 得 的 刚度 系数 为 &€， 则 结构 产生 
全 位 移 时 所 引起 的 支 座 反 力 为 : 
Fr=—k6; 
这 里 的 负 号 表示 支 座 反 力 方向 与 约束 点 位 移 方向 始终 相反 。Fx 作 用 在 受 约束 的 结 点 上 ， 它 
是 结 点 外 力 的 一 部 分 。 由 整体 刚度 方程 可 知 ， 第 i 个 平衡 方程 应 为 ; 
Kadi tt Kids Ki Rd, =F;t FR 
式 中 ，F; 为 原 有 的 第 i 个 结 点 上 的 荷载 分 量 i。 将 Fk 代 人 并 进行 整理 可 得 : 
Kadit Ka6 tT (KR)6; tT Kd, = F; 

这 样 就 引入 了 弹性 支承 的 约束 条 件 。 根 据 以 上 的 分 析 ， 引 入 弹性 支承 的 具体 做 法 可 以 
归结 为 ， 先 解除 弹性 支承 点 约束 ， 在 i 处 给 一 个 结 点 号 ， 形 成 总 刚度 矩阵 ， 然后 在 总 刚度 
矩阵 中 将 第 i 行 的 主 元 素 K; 加 上 弹性 支承 的 刚度 系数 ， 此 时 第 i 行 变 为 : 

Ka Kz: Ka*“Ki+hk*K, 


RN 


| 
RE 


以 上 介绍 的 处 理 方法 既 适用 于 以 线 位 移 为 弹性 约束 的 情况 ， 同 样 也 适用 于 以 角 位 移 为 

弹性 约 东 的 情况 。 如 果 结 构 有 多 个 弹性 支 座 ， 

0 1 8 10kNm 可 同时 引信， 即 只 需 将 相应 的 主 对 角 线 元 素 加 
上 相应 的 弹簧 刚度 系数 就 可 以 了 。 

例 3-2 求 图 3.21 所 示 刚 架 的 等 效 结 点 


Sm 


8kN 荷载 
Al1(000) 4000D a 外 建立 如 图 3. 21 所 示 单 元 坐标 系 和 结构 
-一 -| : 。 不 时 元 从 和 杯 条 入 条 构 
a 整体 坐标 系 ， 结 点 编码 如 图 。 
(1) 求 各 单元 在 局 部 坐标 系 下 的 固 端 
力 F9 。 
对 于 单元 中， 由 表 3-1 知 ， 
FO=F9=0, F9 一 F9 一 4kN， NM 一 一 M9 一 5kN 
对 于 单元 @: 


F9=F9=0, F®@=F9=—30kN, MP?=—M?=—25kN 
对 于 单元 @@， 由 于 无 荷载 作用 ， 故 
F9=F9=0, F®=F9=0, M?=—M?=0 
将 单元 @ 一 四 的 固 端 力 写成 矩阵 形式 ， 
FP=[0 4 5;0 4 一 5 本 
下 2 一 [0 一 30 一 25;0 一 30 25 了 
FP=[0 0 0:0 0 0 
(2) 求 整体 坐标 系 下 各 单元 的 等 效 结 点 荷载 。 
对 于 单元 @， a 一 90"; 对 于 单元 @， a 一 0; 对 于 单元 @， a= 90°， 根据 式 (3 - 79) 可 
得 整体 坐标 系 下 的 单元 杆 端 力 。 
1 23: 00 0 
FP—TOTFP=—[—4 0 5i—4 0 —5] 
1 2 3i4 5 6 
52 一 TOTF2 一 [0 一 30 一 25;0 一 30 25]J 
4 5 6:0 00 
FP=TSTF?=[0 0 0:0 0 0J’ 
由 式 (3 - 80) 和 式 (3 -81) 并 利用 先 处 理 法 可 得 整体 坐标 系 下 的 总 结 点 荷载 矩阵 : 
1 2 3i4 5 6 
F=[4 30 20:10 36 一 15]7 


| 3.5 应 用 实例 


应 用 有 限 元 位 移 法 对 杆 系 结构 进行 分 析 ， 如 果 按 照 “ 先 处 理 法 ”的 思想 ， 其 步骤 可 以 
站 A 
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归纳 如 下 。 

(1) 对 单元 进行 划分 ， 整 理 原始 数据 ， 对 单元 和 结 点 进行 编号 ， 确 定 每 个 单元 的 局 部 
坐标 系 和 整个 结构 的 整体 坐标 系 。 

(2) 计算 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 

(3) 确定 每 个 单元 的 坐标 转换 矩阵 ， 计 算 整 体 坐 标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 。 

(4) 根据 各 单元 的 位 移 分 量 编号 ， 形 成 单元 的 定位 数组 ， 按 照 “ 对 号 人 座 ， 同 号 亚 
加 ”的 方法 ， 形 成 结构 的 整体 刚度 矩阵 。 

(5) 计算 总 的 结 点 荷载 矩阵 。 在 这 一 步 中 ， 必 须 首先 将 非 结 点 荷载 转换 成 等 效 结 点 荷 
载 ， 再 与 对 应 的 结 点 荷载 合 加 ， 形 成 总 的 结 点 荷载 矩阵 。 

(6) 求解 结构 的 整体 刚度 方程 ， 计 算 未 知 的 结 点 位 移 矩 阵 。 

(7) 计算 各 单元 的 杆 端 力 。 

(8) 对 计算 结果 进行 整理 ， 如 果 需 要 ， 作 出 
其 内 力图 。 

下 面 结合 实例 来 讲述 有 限 元 方法 的 应 用 。 

例 3-3 如 图 3.22 所 示 刚 架 ， 试用 有 限 单 
元 法 分 析 ， 作 出 其 内 力图 。 其 中 ， 各 杆 截面 尺寸 
相同 ， 材 料 性 质 一 样 ， 杆 长 AB= BC= /= 5m， 
截面 面积 A 二 0. 5m: ， 弹 性 模 量 E 二 3X 104MPa， 


ey 
截面 惯性 矩 I=1m a 


解 : (1) 单元 划分 、 建 立 局 部 坐标 系 和 整体 FF 一 一 于 一 一 一 
坐标 系 ( 图 3. 22)， 并 对 数据 进行 整理 ， 对 单元 图 3. 22 例 3-3 图 
和 结 点 编号 。 


C 
3(004) 


叹 =3xlo 人 天 一 1X10 


Ol 


和 一 0.12X108 


(2) 求 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 Ke@ 。 由 于 单元 DD、 单 元 加 的 尺寸 完全 一 样 ， 因 此 
其 单元 刚度 矩阵 k? 了 一 Kk8 ， 根 据 式 (3 - 34) 可 以 得 到 : 
3 0 pe 0 


0 0.3 0.5 | 一 0. 3 1 


《3) 求 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 。 对 于 单元 @， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 严 


a | 


角 为 90"， 故 根据 式 (3 - 44) 计 算 其 坐标 转换 矩阵 为 : 


0 10 0 0 0| 
一 1 0 0 0 0 0 
To 一 0 0 1 0 0 0 
0 00 0 1 0 
0 00 1 0 0 
0 00 0 0 1 


单元 的 定位 数组 为 : 
m2?=(1 2 3 0 0 0) 
根据 式 (3 -51) 计 算 单元 @ 在 整体 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩阵 为 : 


1 2 3 i: 0 0 0 
1r0.12 0 —0.3:—0.12 0 一 0.3 
2 0 3 0 : 0 一 3 0 
3 | 一 0.3 0 1 30 0 0.5 
Kk? 一 gi dd |e Bond ge se Ca a a de dA X10 
0 | 一 0.12 0 0.3 :0.12 0 0.3 
0 0 一 3 0 0 3 0 


4|-03 0 .05 1) 03 0 1 


对 于 单元 外 ， 由 于 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 一 致 ， 因 此 两 种 坐标 系 下 的 单元 刚度 矩 
阵 相同 ， 即 有 


1 2 3 ;0 0 4 
ri 0 i 9。 二 0 
2|0 0.12 .0.3 :0 —0.12 0.3 
| Ue he 
0|-3 0 0 :3 0 0 
0 |0 —0.12 一 0.3; 0 0.12 一 0.3 
本 由 询 5 ， 放 二 。 尖 有 3 济 


(4) 形成 整体 刚度 矩阵 KK。 根 据 前 面 介绍 的 方法 建立 如 下 所 示 整 体 刚 度 和 矩阵 。 
3.12 0 一 0.3 0 
0 3.12 0.3 0.3 


(5) 求 总 结 点 荷载 。 


首先 ， 求 各 单元 在 局 部 坐标 系 中 的 固 端 内 力 F? 。 对 于 单元 @( 这 里 应 该 注意 ， 其 局 部 
坐标 系 的 5 轴 方 向 向 左 )，g= 二 一 12kN/m， a 二 /二 5m，6b 二 0， 根据 表 3 - 1 可 得 : 


FR,=F®, =0, F®=F®,=30kN, MR=—M$=25kN.m 
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对 于 单元 @O，F=8kEN，a 王 5 一 2.5m，/ 一 5m， 根 据 表 3- 1 可 得 : 
F®,—F®, 一 0， 天 8, 一 下 一 一 4kN，NM 一 一 M 一 一 5kN 。m 
因此 有 
Fi=[0 30 25:0 30 一 25] 
天 一 [0 一 4 .一 5;0 一 4 5]7 
其 次 ， 求 整体 坐标 系 下 各 单元 的 等 效 结 点 荷载 。 对 于 单元 中 ，x=90"” ;对 于 单元 @， 
a 一 0"， 由 式 (3- 79)、 式 (3- 80) 求 得 各 单元 的 等 效 结 点 荷载 为 : 
1 2 3 ;0 0 0 
FP=[30 0 —25:30 0 25]7 
1 .23:0 0 4 
FR=[0 4 5:0 4 —5] 
第 三 ， 求 刚 架 等 效 结 点 荷载 矩阵 。 按 照 “ 同 号 全 加 ”的 方法 ， 有 
Fs=[30 4 一 20 一 5]7 
第 四 ， 求 直接 作用 在 结 点 上 的 荷载 。 
有 一 [一 10 6 10 0]Jr 
最 后 ， 求 总 的 结 点 荷载 矩阵 。 
F=FpFe=[20 10 一 10 三 5 
(6) 求解 结构 的 整体 刚度 方程 ， 计 算 未 知 的 结 点 位 移 和 矩阵 5。 这 里 的 整体 刚度 方程 为 : 


3.12 0 —0.3 017fw 20 
0 3.12 0.3 0.3||w 10 
105 x 
—0.3 0.3 2 0.5ll@| 1-10 
G0, 0 He 1 山 二 5 
解 得 : 
us 6. 0654 
3. 9729 
| 二 X10- 
b,| | 一 3.5865 
0;| [一 43986 


(7) 计算 各 单元 的 杆 端 内 力 。 首 先 从 求 出 的 结 点 位 移 扯 阵 6 中 取出 各 单元 在 整体 坐标 
系 下 的 杆 端 位 移 矩 阵 58 ， 有 


uz 6. 0654 uz 6. 0654 
vw 3. 9729 vw 3. 9729 
0 一 3. 5865 0 一 3.5865 
5 一 || 一 | X10 一 | 一 | 一 | X10 
Ul Us 
VU! 0 Us 0 


然后 计算 杆 端 内 力 。 对 于 单元 O， 有 
Fo 一 ijo 十 P 一 和 To5o 十 丈 


-3 0 0 1 一 3 0 0 0 1 0; 0 
0 0.12 03 :0 —0.12 03 | -10 0 0 
0 0.3 1 :0 —0.3 0,5 0 0 1:0 
一 106 X | ee | | ss a 
一 3 0 0 ;3 0 0 0 0 0; 0 
0 —0.12 —0.3: 0 3.12 一 0.3||0 0 0 一 1 
0 0. 3 0.5 : 0 一 0.3 1 0 0 0; 0 
「 6. 0654 01 Fr 11.919kN 
3. 9729 30 28. 196kN 
一 3. 5865 25 19. 594kN 。m 
一 106 xX ne 十 Rs 0 
0 一 11. 919kN 
0 30 31. 804kN 
0 —25| | 一 28.613kKN，。m 
对 于 单元 @， 有 
FF@ 一 K@58 十 Fe2 一 KO50 十 9 
3 0 0 :一 3 0 0 
0 0.12 0.3 :0 —0.12 0.3 
0 0.3 1 | 0 —0.3 0.5 
一 106 Xx ON Pe 
一 3 0 0 :3 0 0 
0 一 0.12 一 0.3; 0 3.12 一 0.3 
0 03 05 :0 -03 1 
6.0654 “0 18. 196kN 
3. 9729 一 4 一 5. 919kN 
一 3.5865 一 5 一 9. 594kN 。m 
10 sx ------------ 十 -2 — 
0 0 一 18. 196kN 
0 一 4 一 2.081kN 
一 4. 3986 5 J 0 
(8) 根据 结 点 平衡 条 件 ， 计 算 支 座 反 力 。 
一 31. 804kN 一 18. 196kN 
Fu 一 | 一 11.919kKN |, Js 一 | 一 2.081kN 
一 28. 613kN 。 0 


根据 已 知 结果 ， 作 出 内 力图 和 位 移 曲线 ， 如 图 3. 23 所 示 。 
YY 
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(a) 变形 图 


5.919 


Hulls 


(0) 前 力图 (kN) (d) 轴 力 图 (kN) 
3.23 ”内 力图 和 位 移 曲 线 


例 3-4 求 如 图 3. 24(a) 所 示 的 刚 架 已 点 位 移 及 各 杆 的 内 力 。 设 各 杆 材料 和 集合 性 质 
相同 ， 杆 长 AB=BC=/ 一 2. 4m， 截 面 面 积 A 二 0. 005m2 ， 弹 性 模 量 EE 二 2. 1X10:GPa， 剪 
切 模 量 G=9X 104MPa， 极 惯性 矩 [一 2.6X10-5m4， 惯 性 矩 7 一 1.2Xx10-m， 惯 性 矩 
了 一 3.0X10-5m4， 外 力 开 一 10kN，g% 一 15kNV/m。 

解 : (1) 确定 结 点 ， 进 行 单元 划分 ， 建 立 整 体 坐 标 系 和 各 单元 局 部 坐标 系 [图 3. 24 
(b)]， 其 中 局 部 坐标 系 的 z 轴 如 图 中 所 示 ，3y 轴 向 下 ，z 轴 根据 右手 定 则 确定 。 


(2) 形成 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 k® 。 根 据 已 知 条 件 ， 可 以 计算 出 : 


-4 375X10;kEN/m， =9.75XIOkEN. m 


1/ 
的 


l l 


一 5.25X10kN。m， 2 05X104KN“。m 


2E1, 
l l 


>. DK OE OE orb TH ME Yr Ee eee te he te se esi otttee ny ere eer ee eee tongeao norion 


3(000000) 


2(123456 
1(0000000) ) 


(a) (b) 


图 3.24 例 3-4 图 


=2. 625X10:kN, S26. 5626 X10:kN 
l=2.1875X10°kN/m, 5. 4688 X10 kN/m a 
将 以 上 数据 代入 式 (3 - 37)， 可 以 得 到 局 部 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 : 

437500 0 0 0 0 0 ,—437500 0 0 0 0 0 
0 5469 0 0 0 6563 :i 0 -59 0 0 0 6563 

0 0 288 0 -225 0 : 0 0 —2188 0 —2625 0 

0 0 0 975 0 0 : 0 0 0 975 0 0 

0 0 —2625 0 4200 0 ; 0 0 2625 0 2 0 
| 0 6563 0 0 0 10500:; 0  —6563 0 0 0 5250 
|-4a37500 0 | 0 O72 0 0 | 437500 0 | 0 0 0 0 
0  —5469 0 0 0  —6563: 0 5469 0 0 0 ”一 6563 

0 0 —2188 0 2625 0 0 0 288 0 2625 0 

0 0 0 —975 0 0 :i: 0 0 0 9%5 0 0 

0 0 -25 0 2 0 : 0 0 2625 0 4200 0 
0 6563 0 0 0 5250: 0 -6s63 0 0 0 10500 

Xx® =XO 


(3) 形成 整体 坐标 系 中 的 单元 刚度 矩阵 人 。 对 于 
-单元 O， 因 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 相同 ， 故 有 
如 一 和 

对 于 单元 @， 其 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 如 图 


图 3.25 单元 @ 局 部 坐标 与 整体 。 3. 25 所 示 ， 因 此 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 的 关系 矩 
坐标 的 关系 阵 为 ， 


ro 0 1 
人 一 |0 1 0 
[一 1 0 0 


这 样 ， 其 单元 坐标 转换 矩阵 为 : 
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nme eT Or rt eee epee nr at 


和 0 0 0 
0 AAA 0 0 
T= 
0 0 A 0 
0 0 0 
根据 两 种 坐标 系 下 单元 刚度 矩阵 的 转换 关系 ， 
Ke TeTK® T® 
可 求 得 整体 坐标 系 下 单元 @ 的 单元 刚度 矩阵 ; 
F 2188 0 0 0 2625 0 ,—2188 0 0 0 2625 0 
0 5469 0 一 6563 0 0 : 0 一 5469 0 一 6563 0 0 
0 0 437500 0 0 0 0 0  —437500 0 0 0 
0 一 6563 0 10500 0 0 :0 6563 0 5250 0 0 
2625 0 0 0 4200 0 ;一 2625 0 0 0 2100 0 
0 0 0 0 0 975 0 0 0 0 0 一 975 
一 2188 0 0 0 —2625 0 ;288 0 0 0 一 2625 0 
0 一 5469 0 6563 0 0 ; 0 5469 0 6563 0 0 
0 0 “一 437500 0 0 0 0 0 437500 0 0 0 
0 一 6563 0 5250 0 0 0 6563 0 10500 0 0 
2625 0 0 0 2100 0 | 一 2625 0 0 0 4200 0 
L 0 0 0 0 0 —975' 0 0 0 0 0 975 J 


(4) 求 整体 刚度 手 阵 。 单 元 四 的 定位 数组 为 : 

m=(0 0 000 0:1 2 3 4 5 6) 
单元 @ 的 定位 数组 为 : 

MB 一 (1] 2 3 4 5 6:0 0000 0) 
根据 定位 数组 和 单元 刚度 矩阵 可 以 求 得 整体 刚度 算 阵 : 


[439688 0 0 0 2625 0 
0 10938 0 一 6563 0 一 6563 
0 0 439688 0 2625 0 
0 一 6563 0 11475 0 0 
2625 0 2625 0 8400 0 
L 0 一 6563 0 0 0 11475 


(5) 求 总 结 点 荷载 。 单 元 和 单元 @@ 的 固 端 力矩 阵 分别 为 ，; 
FP=[0 —5 0 0 0 -3i:0 —5 0 0 0 3]7 
F?=[0 18 0 0 0 一 7.2;0 18 0 0 0 7.2] 
根据 公式 


FR=—T®e'F® 
在 整体 坐标 系 下 ， 单 元 中 和 单元 @@ 的 等 效 结 点 荷载 分 别 为 : 


本 \ 


FS=[0 5 000 3:0 50 0 0 —3] 
Fo=[0 18 0 —7.2 0 0:0 18 0 7.2 0 0]' 
根据 定位 数组 ， 可 得 总 的 结 点 荷载 矩阵 为 : 
F=[0 23 0 一 7.2 0 一 3]7 
(6) 求解 结构 的 整体 刚度 方程 ， 计 算 未 知 的 结 点 位 移 和 矩阵 6。 这 里 的 整体 刚度 方程 为 ， 
F=K.6 
求 得 结 点 未 知 位 移 为 : 
8=[0 5.0029X10-3 0 2.2337X10™ 0 2.5997X10-3]7 
(7) 求 单元 杆 端 力 。 
Fo 一 Kopo 十 9 一 上 0T089 十 Fy 
=[0 一 15.302 0 一 2.178 0 一 22.186;0 5.302 0 2.178 0 一 2.532] 
FoO=—Kko62 +F? 一 KK@7T@682 十 F9 
一 [0 一 5.299 0 2.535 0 2.180:0 一 30.703 0 一 2.535 0 28.302] 
(8) 绘 内 力图 ， 如 图 3. 26 所 示 。 


2.535 
(a) 弯 矩 图 (kN'm) 


30.703 


5.302 


15.302 


(b) 扭矩 图 CN.m) (c) 前 力图 (kN) 
3.26 ”内 力图 
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| 3. 6 有 限 元 程序 设计 方法 


有 限 元 方法 能 成 功 地 解决 各 种 各 样 的 固体 力学 问题 ， 如 杆 系 、 板 与 党 、 复 杂 的 三 维 物 体 
和 大 变形 问题 等 。 不 论 结构 的 几何 形状 和 边界 条 件 多 么 复杂 ， 不 论 材 料 性 质 和 外 加 荷载 如 何 
多 变 , 使 用 有 限 元 方法 均 可 获得 满意 的 答案 ， 有 限 元 解决 实际 问题 的 能 力 远 远 超过 了 经 典 的 
方法 ， 并 且 已 经 取得 了 很 大 的 成 就 ， 因 而 受到 普遍 重视 。 无 论 是 大 型 飞机 、 大 型 舰 船 ， 还 是 
高 层 建筑 、 水 利 大 坝 ， 均 可 使 用 有 限 元 方法 方便 地 对 其 进行 结构 分 析 。 现 在 ， 掌 握 有 限 元 方 
法 的 原理 和 应 用 ， 对 于 一 个 从 事 结 构 分 析 与 设计 的 工程 师 来 说 ， 已 经 是 必 不 可 少 的 了 。 有 限 
元 方法 的 实施 ， 离 不 开 程序 设计 。 如 果 一 个 结构 工程 师 不 仅 懂 得 有 限 元 方法 的 原理 ， 而 且 还 
会 应 用 有 限 元 程序 设计 方法 ， 无 疑 会 在 工作 中 如 虎 添 辟 。 

程序 设计 的 基本 目标 是 用 算法 对 问题 的 原始 数据 进行 处 理 ， 从 而 获得 所 期 望 的 效果 。 但 
这 仅仅 是 程序 设计 的 基本 要 求 。 要 全 面 提高 程序 的 质量 ， 提 高 编程 效率 ， 使 程序 具有 良好 的 
可 恋 性 、 可 靠 性 、 可 维护 性 以 及 良好 的 结构 ， 编 制 出 好 的 程序 ， 应 当 是 每 位 程序 设计 工作 者 
追求 的 目标 ， 而 要 做 到 这 一 点 ， 就 必须 掌握 正确 的 程序 设计 方法 和 技术 。 

一 般 来 讲 ， 程 序 开 发 的 过 程 大 致 可 分 为 三 个 阶段 : 中 程序 功能 的 规定 ;，@@ 程 序 结构 的 设 
计 ， 源 程序 及 其 说 明 的 编写 ， 国 调试 和 纠 错 。 

目前 在 实际 的 程序 开发 中 ， 流 行 着 两 种 截然 不 同 的 方法 ， 即 面向 过 程 的 方法 和 面向 对 象 
的 方法 。 大 量 的 资料 显示 ， 在 开发 大 型 应 用 软件 时 ， 面 向 对 象 的 方法 与 传统 的 过 程 化 程序 设 
计 方法 相 比 ， 具 有 很 大 的 优越 性 。 然 而 在 开发 一 些 规模 不 大 的 中 小 型 程序 时 ， 面 向 过 程 的 方 
法 仍然 有 一 定 的 优势 。 

本 节 将 以 平面 杆 系 结构 的 静 力 分 析 为 例 ， 介 绍 用 面向 过 程 的 方法 进行 有 限 元 主体 程序 
设计 。 


3.6.1 结构 化 与 模块 化 程序 设计 方法 


1. 结构 化 程序 设计 

结构 化 程序 的 概念 首先 是 从 以 往 编程 过 程 中 无 限制 地 使 用 转移 语句 而 提出 的 。 转 移 语句 
可 以 使 程序 的 控制 流程 强制 性 地 转向 程序 的 任 一 处 ， 如 果 一 个 程序 中 多 处 出 现 这 种 转移 情 
况 ， 将 会 导致 程序 流程 无 序 可 循 ， 程 序 结构 杂乱 无 章 ， 这 样 的 程序 是 
令 人 难以 理解 和 接受 的 ， 并 且 容 易 出 错 。 因 此 ， 实 际 中 很 少 用 这 种 转 i------+2>=--- 
移 语 句 ， 并 提出 三 种 基本 结构 语句 ， 即 顺序 结构 、 选 择 结构 和 循环 结 | 
构 。1996 年 ， 计 算 机 科学 家 Bohm 和 Jacopini 证 明了 这 样 的 事实 ; 任 | 
何 简单 或 复杂 的 算法 都 可 以 由 这 三 种 基本 结构 组 合 而 成 。 

(1) 顺序 结构 表示 程序 中 的 各 操作 是 按照 它们 出 现 的 先后 顺序 执 | 
行 的 ， 其 流程 如 图 3. 27 所 示 ， 整 个 结构 只 有 一 个 人 口 点 a 和 一 个 出 口 
点 b。 这 种 结构 的 特点 是 : 程序 从 入 口 点 a 开始 ， 按 顺序 执行 所 有 操 
作 ， 直 到 出 口 点 b 处 ， 所 以 称 为 顺序 结构 。 图 3. 27 顺序 结构 


4 


| 


| 


(2) 选择 结构 表示 程序 的 处 理 步骤 出 现 了 分 支 ， 它 需要 根据 某 一 特定 的 条 件 选 择 其 中 的 
一 个 分 支 执行 。 选 择 结构 有 单 选 择 、 双 选择 和 多 选择 三 种 形式 (图 3. 28) 。 


ey ts ee i ee bt 


a ei ee 


(e) 多 选择 结构 
图 3.28 选择 结构 


《3) 循环 结构 表示 程序 反复 执行 某 个 或 某 些 操作 ， 直 到 某 条 件 为 假 (或 为 真 ) 时 才 可 终止 
循环 。 循 环 结构 的 基本 形式 有 两 种 ， 当 型 循环 和 直到 型 循环 (图 3. 29)。 当 型 循环 : 先 判 断 条 
件 ， 当 满足 给 定 的 条 件 时 执行 循环 体 ， 并 且 在 循环 终端 处 流程 自动 返回 到 循环 入口 ， 如 果 条 
件 不 满足 ， 则 退出 循环 体 直接 到 达 流 程 出 口 处 。 直 到 型 循环 ， 从 结构 人 口 处 直接 执行 循环 
体 ， 在 循环 终端 处 判断 条 件 ， 如 果 条 件 不 满足 ， 返 回 和 人 口 处 继续 执行 循环 体 ， 直 到 条 件 为 真 时 
再 退出 循环 到 达 流 程 出 口 处 ， 是 先 执行 后 判断 。 


和 


es ee ed ed ty i en tt i re dt 


出 口 出 口 
(a) 当 型 循环 (b) 直到 型 循环 


图 3. 29 循环 结构 
2. 模块 化 程序 设计 


所 谓 模块 ， 就 是 具有 一 定 功 能 的 相对 独立 的 程序 段 。 每 个 模块 都 由 对 外 接口 和 内 部 处 
理 功 能 梁 部 分 组 成 。 对 外 部 而 言 ， 通 过 向 该 模块 传递 一 定 的 参数 ， 经 过 模块 处 理 ， 完 成 一 
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定 的 功能 后 再 返回 。 如 CVC++、C# 语言 中 的 函数 ，FORTRAN 语言 中 的 子 程序 等 。 一 
般 来 说 ， 模 块 具有 如 下 特性 。 

(1) 每 个 模块 都 有 一 个 名 称 以 便 被 其 他 模块 调用 。 

(2) 每 个 模块 都 具有 明确 的 功能 。 

(3) 除 主 模块 (如 C 语言 的 main 函数 ) 外 ， 原 则 上 各 模块 可 以 相互 调用 。 

(4) 每 个 模块 都 可 以 作为 一 个 独立 的 编译 单位 进行 编译 和 调试 。 

3. 面向 对 象 的 程序 设计 

面向 对 象 的 程序 设计 方法 是 一 种 新 的 程序 设计 思想 ， 这 种 基本 思想 是 运用 对 象 、 类 、 
继承 、 封 装 、 聚 合 、 消 息 传递 、 多 态 性 等 概念 来 构造 系统 进行 程序 设计 。 该 方法 强调 直接 
以 问题 域 中 的 事物 为 中 心 来 思考 问题 、 认 识 问题 ， 并 根据 这 些 事物 的 本 质 特征 ， 把 它们 表 
示 为 系统 中 的 对 象 ， 作 为 系统 构成 的 基本 单位 。 它 对 描述 事物 的 属性 、 特 点 及 事物 之 间 的 
关系 具有 一 种 先进 的 软件 开发 方法 ， 它 较 传 统 的 程序 设计 思想 更 接近 于 人 的 思维 ， 它 把 待 
求解 问题 变 得 简单 ， 而 且 是 一 整套 关于 如 何 看 待 软件 系统 与 现实 关系 ， 以 什么 观点 来 研究 
问题 并 进行 求解 ， 以 及 进行 系统 构造 的 软件 方法 学 。 

与 结构 化 程序 设计 相 比 ， 面 向 对 象 的 程序 设计 更 结构 化 、 更 模块 化 、 更 抽象 。 面 向 对 
象 方法 的 主要 特点 如 下 所 示 。 

(1) 从 问题 域 中 客观 存在 的 事物 出 发 来 构造 软件 系统 ， 用 对 象 作为 这 些 事物 的 抽象 表 
示 ， 并 以 此 作为 系统 的 基本 构成 单位 。 
(2) 事物 的 静态 特征 由 对 象 的 属性 表示 ， 动 态 特征 由 对 象 的 方法 表示 。 
(3) 对 象 的 属性 与 方法 结合 成 一 个 整体 。 
(4) 对 事物 进行 分 类 。 
(5) 运用 抽象 的 原则 。 
(6) 复杂 对 象 可 以 由 简单 对 象 聚合 。 
(7) 对 象 间 通 过 消息 进行 通信 。 
(8) 通过 关联 表达 对 象 之 间 的 静态 关系 。 
面向 对 象 方法 的 优点 如 下 所 示 。 
(1) 维护 简单 。 面 向 对 象 方法 支持 、 鼓 励 软件 工程 实践 中 的 信息 隐藏 、 数 据 抽 和 象 和 封 
在 一 个 对 象 内 的 修改 被 局 部 隔离 。 
(2) 可 扩充 性 。 可 以 根据 需要 在 各 个 类 中 增加 内 容 ， 而 不 影响 其 他 类 。 
(3) 代码 重用 。 面 向 对 象 开发 鼓励 重用 ， 不 仅 包括 软件 的 重用 ， 还 包括 分 析 、 设 计 的 模型 重用 。 
所 以 面向 对 象 方法 是 当今 计算 机 领域 的 主流 技术 ， 对 促进 计算 机 科学 技术 发 展 具 有 十 
分 重要 的 意义 。 


溢 


3.6.2 杆 系 结构 基本 处 理 模块 


有 限 元 的 程序 设计 内 容 通常 包括 三 部 分 : 前 处 理 、 分 析 计 算 、 后 处 理 。 其 中 ， 前 处 理 
主要 负责 读 人 数据 、 生 成 模型 、 网 格 划 分 ， 为 有 限 元 的 计算 做 好 准备 ; 分 析 计 算 主 要 是 进 
行 有 限 元 和 矩阵 的 计算 、 组 装 、 求 解 ， 后 处 理 主要 对 计算 的 结果 进行 各 个 方式 、 各 个 角度 的 
输出 ， 如 图 3. 30 所 示 。 
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图 3.30 有 限 元 程序 基本 处 理 模块 


前 处 理 模 块 的 主要 功能 是 为 后 面 的 有 限 元 计算 准备 必要 的 数据 ， 这 些 数据 包括 几何 
模型 的 建立 、 单 元 的 划分 (包括 单元 数 、 单 元 编码 、 结 点 数 、 结 点 坐标 、 结 点 编码 等 )、 材 
料 的 性 质 (如 单元 长 度 、 截 面 面 积 、 弹 性 模 量 、 剪 切 模 量 、 截 面 惯 性 矩 、 极 惯性 矩 等 )、 荷 
载 信 息 等 ， 这 些 信息 按照 一 定 的 格式 保存 在 文件 中 ， 以 备 以 后 读 取 。 通 常 好 的 程序 还 可 以 
将 生成 的 有 限 元 模型 用 图 形 的 形式 直观 地 显示 出 来 。 

分 析 计 算 模块 是 有 限 元 分 析 的 主题 和 核心 ， 主 要 包括 以 下 几 个 方面 。 

(1) 计算 单元 的 刚度 矩阵 。 

(2) 组 装 总 体 刚度 矩阵 。 

(3) 根据 已 知 的 位 移 边界 条 件 ， 进 行 约束 处 理 ， 消 除 总 体 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

(4) 求解 整体 刚度 矩阵 ， 得 出 结 点 的 位 移 向 量 。 

(5) 根据 结 点 的 位 移 向 量 求 出 每 个 单元 的 应 力 和 应 变 状态 。 

后 处 理 模 块 的 主要 功能 是 对 有 限 元 的 计算 结果 进行 整理 ， 根 据 不 同 的 需要 绘制 各 种 图 
件 ， 如 弯 矩 图 、 剪 力图、 辅 力 图 、 位 移 曲 线 图 、 应 力 应 变 图 等 ， 更 复杂 一 点 的 程序 可 以 将 
计算 结果 以 彩色 等 值 线 显示 、 梯 度 显 示 、 矢 量 显 示 、 粒 子 流 迹 显示 、 立 体 切 片 显 示 、 透 明 
及 半 透 明显 示 ( 可 看 到 结构 内 部 ) 等 图 形 方式 显示 出 来 。 


本 章 小 结 


本 章 从 简单 结构 入 手 ， 详 细 介 绍 了 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 思想 以 及 基本 解 题 


过 程 ， 包 括 单元 划分 方法 、 位 移 场 的 选取 、 单 元 刚度 矩阵 的 建立 、 等 效 结 点 荷载 的 计 上 | 
算 、 结 构 的 整体 分 析 等 ， 同时 介绍 了 有 限 元 程序 设计 方法 ， 并 就 如 何 编写 计算 机 程序 上 
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对 杆 系 结构 进行 有 限 元 分 析 进 行 了 介绍 。 
通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 了 解 杆 系 结构 的 离散 化 方法 ， 熟 练 掌握 单元 划分 的 基本 原 [ 

则 、 有 限 元 方法 分 析 问 题 的 基本 过 程 ， 热 悉 等 效 结 点 荷载 的 计算 方法 ， 能 够 运用 所 学 

知识 对 杆 系 结构 进行 有 限 元 分 析 ， 能 够 编写 杆 系 结构 的 计算 机 程序 。 


习 题 


3. 1 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语言 编写 关于 矩阵 运算 的 程序 模块 (包括 矩阵 的 
加 、 减 、 乘 、 转 置 、 求 道 、 行 列 式 计算 等 ) 。 

3.2 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语言 编写 用 Gauss 主 元 素 消 去 法 求解 线性 方程 
组 的 程序 模块 。 

3.3 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语 言 编写 平面 柏 架 结构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 柚 架 结构 进行 分 析 。 

3.4 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语言 编写 平面 刚 架 结构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 刚 架 结构 进行 分 析 。 

3.5 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语 言 编写 空间 栅 架 结构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 术 架 结构 进行 分 析 。 

3.6 试用 FORTRAN 语言 或 C/C++ 语 言 编写 空间 刚 架 结构 的 有 限 元 分 析 程 序 ， 并 
用 所 编写 的 程序 对 某 一 刚 架 结构 进行 分 析 。 

3.7 试 推导 图 3. 31 所 示 三 种 情况 的 等 效 结 点 荷载 。 
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图 3.31 习题 3.7 图 


3.8 用 先 处 理 法 计算 图 3. 32 所 示 结 构 刚 度 和 矩阵 的 元 素 Kzs、Kss、K1s。 
3.9 用 先 处 理 法 计算 图 3. 33 所 示 刚 架 结 构 刚 度 矩 阵 的 元 素 Kzz、Ks,、Kis， 设 EIT、 
EA 均 为 常数 。 
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图 3.32 习题 3.8 图 图 3.33 习题 3.9 图 
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1 2 3 4 3.10 用 先 处 理 法 写 出 图 3. 34 所 示 梁 的 结 
2E1 EI 3El 构 刚 度 和 矩阵 KK。 
1 ! 3.11 分 析 图 3. 35 所 示 结 构 ， 其 中 AB= 


40GPa, A=0.02m:, I=4X10 tm’,。 
3,12 试 分 别 用 先 处 理 法 和 后 处 理 法 计算 图 3. 36 所 示 的 刚 架 结构 ， 设 王 、T、A4 为 


24kN 2 
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图 3.35 习题 3.11 图 图 3.36 习题 3. 12 图 


3.13 如 图 3. 37 所 示 柏 架 ， 设 各 杆 EA 为 常数 ， 试 求 术 架 内 力 。 
3. 14 计算 图 3. 38 所 示 结 构 结 点 4 的 等 效 结 点 荷载 列 阵 。 
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图 3.37 习题 3. 13 图 图 3.38 习题 3.14 图 


3.15 计算 图 3.39 所 示 的 刚 架 结构 的 内 力 。 已 知 所 有 杆 件 的 截面 相同 ， 且 E= 
20GPa, A=0.2m:, I=3X10 ‘mt*, g=10kN/m, F=60kN., 

3.16 如 图 3. 40 所 示 ， 抗 弯 刚 度 为 ET， 长 度 为 7 的 悬 辟 梁 AB， 在 其 自由 端 有 刚度 
系数 为 & 的 弹簧 支承 ， 求 在 力 下 作用 下 梁 中 点 的 挠 诬 和 转角 。 


图 3.40 习题 3. 16 图 
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3.17 求 图 3. 41 所 示 平 面 柏 架 各 杆 的 轴 力 ， 已 知 各 杆 EA 相同 且 EA 一 2X 10kN。 
3.18 试 求 图 3. 42 所 示 结 构 ABC 梁 的 弯 矩 图 ， 设 已 、T、A 为 常数 。 
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图 3.41 习题 3. 17 图 图 3.42 习题 3.18 图 


3.19 ” 试 写 出 图 3. 43 所 示 空 间 刚 架 结构 的 结 点 信息 和 结 点 位 移 向 量 的 编号 及 单元 定 


位 数组 。 
3. 20” 试 计算 图 3. 44 所 示 结 构 各 杆 的 轴 力 及 C 点 的 竖 向 位 移 。 已 知 各 杆 材 料 相 同 ， 


截面 面积 相同 ，A 二 0. 025m: ，E 二 30GPa。 


4m 


图 3.43 习题 3. 19 图 图 3.44 习题 3.20 图 


3.21 试 计算 图 3. 45 所 示 空 间 梅 架 各 杆 的 轴 力 。 已 知 各 杆 材 料 相同 ， 截 面 面 积 相同 ， 


A=0. 0lm:, E=300GPa., 


图 3.45 习题 3.21 图 
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3. 22 试 计算 图 3. 46 所 示 空 间 刚 架 的 内 力 及 结 点 A 的 位 移 。 已 知 各 杆 材料 相同 ， 截 
面 面 积 A 二 0. 036m? ， 弹 性 模 量 E 王 210GPa，G 王 84GPa， 极 惯性 矩 T=1. 44X10-3m4， 惯 
性 矩 1 一 1.8X10-:m4 ， 惯 性 矩 世 一 6.3X10-m4， 力 下 一 1360kN，EO= DO=CO=BO= 
7. 2m，AO 一 2. 8m。 

3.23 分 析 图 3.47 所 示 结 构 并 绘制 有 关 图 件 ， 其 中 ;一 ETI] 或 = EA/， 有 BT 一 
30000，EA==40000。 
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图 3.46 习题 3.22 图 图 3.47 习题 3.23 图 


教学 目标 


本 章 主 要 讲述 薄板 弯曲 问题 有 限 单元 法 分 析 的 基本 原理 ， 包 括 3 结 点 三 角形 薄板 单元 、4 结 点 给 形 
薄板 单元 、8 结 点 Hencky 等 参 单 元 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 了 解 薄板 过 由 问题 的 基本 假设 。 

(2) 掌握 薄板 弯曲 问题 的 基本 方程 。 

(3) 掌握 3 结 点 三 角形 薄板 单元 的 分 析 。 

(4) 掌握 4 结 点 矩形 薄板 单元 的 分 析 。 

(5) 了 解 8 结 点 Hencky 等 参 单元 。 


知识 要 点 相关 知识 
中 可 是 的 站 本 公设 |) 和 和 
(1) 了 曲 问题 的 基本 假设 设 
薄板 弯曲 的 基 | 《2 可 起 基 区 广 各 | 63) 薄 帮 过 井 问题 的 应 力 和 应 变 分 量 
本 方程 (4) 几何 方程 、 物 理 方程 
| (5) 边界 条 件 
(1) 掌握 单元 的 位 移 函 数 3 
元 Ez “J 可 了 
| (4) 编制 计算 程序 ee 
(1) 掌握 单元 的 位 移 函 数 
4 结 点 蛤 形 薄板 | 《2) 掌握 单元 刚度 矩阵 的 计算 人 
单元 (3) 掌握 等 效 结 点 荷载 的 计算 (3) 等 效 结 点 荷载 的 计算 
(4) 编制 计算 程序 Sn 
8 结 点 Hencky (1) 了 解 Hencky 假设 条 件 人 


等 参 单 宛 (2) 热 悉 Hencky 等 参 单元 的 分 析 。 | (3) ny 花 外 全 仿 方程 


ER 和 
总 基本 概念 


薄板 、 内 力矩 阵 、 落 板 单元 、Hencky 假设 、 扭 率 。 


态 引 例 


弹性 薄板 在 工程 中 应 用 很 广 ， 对 一 些 简单 的 矩形 或 圆 形 薄板 ， 如 等 厚 、 单 跨 、 无 大 孔 
口 等 ,可 用 经 典 理论 方法 来 求解 。 但 是 对 工程 中 经 常 遇 到 的 复杂 情况 ， 如 变 厚 、 多 跨 、 大 
孔 口 、 外 形 不 规则 以 及 受到 弹性 梁 、 柱 支承 的 薄板 ， 则 经 典 理论 方法 无 能 为 力 ， 如 果 采 用 
有 限 单元 法 来 进行 分 析 ， 却 非常 方便 。 


| 4. 全 薄板 弯曲 基本 方程 


如 图 4. 1 所 示 的 平板 ， 由 两 个 比较 大 的 平行 平面 和 垂直 于 这 两 个 平面 的 棱柱 面 所 围 成 
的 区 域 ， 其 中 两 个 比较 大 的 平行 平面 称 为 板 面 。 两 板 面 之 间 的 距离 为 板 的 厚度 (本 书 用 有 h 
表示 )， 平 分 板 厚 的 中 间 平 面 称 为 板 的 中 面 。 若 板 面 的 最 小 边 长 (矩形 板 的 长 与 宽 中 较 小 
者 ， 圆 板 的 半径 ) 用 2 表示， 通常 根据 比值 A/e 的 大 小 将 板 分 为 ， 


薄膜 ne oe 


薄板 : (a oe 有 证 ) 


厚 板 ; 去 > (二 ~ 二 】 


当 板 上 受 有 一 般 荷 载 时 ， 总 可 以 把 个 荷载 分 解 为 两 个 分 量 : 一 个 是 平行 于 板 中 面 的 中 
面 荷 载 ( 也 称 纵向 荷载 ); 另 一 个 是 垂直 于 中 面 
的 法 向 荷载 (也 称 横向 荷载 )。 对 于 中 面 荷 载 ， 
可 以 认为 它们 沿 薄板 的 厚度 均匀 分 布 ， 因 而 它 
们 所 引起 的 位 移 、 应 变 和 应 力 ， 可 以 按 平面 应 
力 问题 进行 分 析 。 横 向 荷载 将 使 菏 板 发 生 弯曲 ， 
所 引起 的 位 移 、 应 变 和 应 力 ， 应 按 薄板 弯曲 问 
题 进行 计算 。 当 薄板 弯曲 时 ， 中 面 所 弯 成 的 曲 
i 面 称 为 弹性 曲面 ， 而 中 面 内 各 点 在 垂直 于 中 面 
方向 的 位 移 称 为 挠 度 。 

本 节 只 介绍 薄板 夸 曲 的 小 挠 度 理 论 ， 也 就 是 只 讨论 这 样 的 薄板 : 它 虽 然 很 薄 ， 但 仍 具 
有 相当 的 弯曲 刚度 ， 因 而 它 的 挠 度 远 小 于 其 厚度 。 如 果 薄 板 的 弯曲 刚度 较 小 ， 以 致 挠 度 与 
厚度 属于 同 阶 大 小 ， 则 须 另 行 建立 所 谓 的 大 挠 度 弯 曲 理论 。 如 果 薄 板 的 弯曲 刚度 很 小 ， 以 
致 挠 度 远大 于 厚度 ， 则 薄板 成 为 薄膜 。 
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第 4 前 。 薄板 弯曲 问题 的 有 限 单元 法 


4.1.1 基本 假设 


建立 如 图 4. 1 所 示 的 坐标 系 ， 取 薄板 的 中 面 为 zy 面 ，z 轴 垂直 于 中 面 。 分 析 薄板 订 
曲 的 找 度 问题 时 ， 和 材料 力学 中 分 析 直 梁 的 弯曲 问题 时 相似 (薄板 的 中 面相 当 于 直 梁 的 轴 
线 ， 注 板 的 弹性 曲面 相当 于 直 梁 的 挠 曲线 )， 也 采用 一 些 由 实践 经 验 得 到 的 基本 假设 ， 合 
问题 大 大 简化 ， 但 同时 又 能 在 一 定 程度 上 反映 实际 情况 。 

薄板 夸 曲 问题 属于 弹性 力学 的 研究 范畴 ， 除 弹性 力学 关于 理想 弹 狂 体 与 小 变形 等 基本 
的 假设 外 ， 还 必须 补充 一 些 关于 变形 状态 和 应 力 分 布 的 假设 条 件 ， 这 些 基本 假设 是 ; 

(1) 薄板 的 法 线 变形 前 后 没有 伸缩 ， 也 就 是 板 的 厚度 保持 不 变 ， 即 e. 一 0， 因 此 有 
人 20， 这 说 明 = 方向 位 移 w 仅 是 z 和 y 的 函数 ,不随 z 而 变 ， 有 ww 一 w(x，y); 

(2) 变形 前 的 中 面 法 线 在 变形 后 仍 是 弹性 曲面 的 法 线 ， 或 者 说 薄板 的 法 线 (z 方向 线 
段 ) 与 z 方 向 或 》 方向 的 线段 保持 垂直 ， 没 有 前 应变 ， 即 7 一 0，7 ==0; 

(3) 薄板 中 面 内 各 点 ， 没 有 平行 于 中 面 的 位 移 ， 即 x| -一 0，z| -一 0; 

(4) 忽略 挤 压 应 力 o. 所 引起 的 变形 。 


4.1.2 几何 方程 
根据 基本 假设 (2)， 可 知 : 
gm gw _ 9 gu__ 
庆 三 元 Dy We 
上 式 也 可 写成 ; - 
9v__gw du drw 


了 3y 元 一 一 了 (4—1) 


对 式 (4- 1) 进 行 积分 ， 根 据 假 设 条 件 (1) ， 有 


人 y) 
i (4-2) 
Uy ot y) 
根据 假设 条 件 (3)z|.-。 王 0，v| .-。==0， 代 入 到 式 (4- 2) 得: 
万 (zz，y) 一 0 
1 yy) 三 0 


.9w 
a (4-3) 
dzw 


其 中 ，x 一 一 = 各 的 几何 意义 示 于 图 4. 2 中 。 


于 是 式 (4- 2) 就 简化 为 : 


中 面 上 的 A 点 变形 后 移 到 A 点 ， 挠 度 为 w。 弹 性 曲面 沿 x 方向 的 倾角 为 5 。 在 A 点 


II 


的 法 线 上 取 点 A1( 设 A 与 A 点 的 距离 为 z)， 变 形 后 Al 
点 移 到 4! 点。 根据 法 线 假 设 ， 变 形 后 的 法 线 A'Ai 与 弹性 


曲面 垂直 ， 即 法 线 A'A! 与 = 轴 的 夹 角 也 是 了 。 因 此 A' 
:点 沿 方向 的 位 移 为 x 一 一 z 了 和， 其 中 负 号 是 因为 位 移 u 
的 方向 与 x 轴 方 向 相反 。v 一 一 弛 的 几何 意义 与 4 一 一 
= 5 各 相 类 似 。 


根据 前 面 的 假设 条 件 ， 薄 板 弯曲 时 的 应 变 可 以 表 
示 为 : 


gu _ gw 
图 4.2 薄板 的 位 移 站 9z x 
| 一 二 一 2 = (4—4) 
gay _ ,Fw 
9y 97 9x9y 


这 就 是 夸 曲 薄板 的 应 变 与 挠 度 之 间 的 几何 方程。 
在 小 变形 情况 下 ， 一 守 沁 和 一 纯 党 分 别 为 弹性 曲面 在 方向 和 y 方向 的 曲率 X, 和 多， 


而 一 2 也 也 为 弹性 曲面 在 方向 和 ?方向 的 扭 率 X。 。 这 三 个 参数 称 作 弹性 曲面 的 弯 扭 变 


dzZg9y 
形 分 量 ， 它 们 完全 确定 了 薄板 内 各 点 的 应 变 分 量 。 用 和 矩阵 可 表示 为 : 
4 2 2 
X=[x: XxX, xX»] -| 一 5 二 | (4-5) 
将 式 (4-5) 代 人 式 (4-4)， 得 到 ， 
E 一 zY (4-6) 


从 式 (4- 6) 中 可 以 看 出 ， 薄 板 内 所 有 各 点 的 应 变 分 量 都 可 由 弹性 曲面 的 弯 扭 变形 求 出 。 因 
此 ， 有 时 也 把 式 (4- 5) 称 作 薄 板 弯 曲 问题 的 几何 方程 。 


4. 1.3 物理 方程 


基本 假设 (4) 说 明 : 可 以 忽略 挤 压 应 力 oc. 引 起 的 变形 。 因 此 薄板 内 各 点 的 应 变 分 量 可 
用 应 力 分 量 来 表示 ， 即 


二， (4- 7a) 


这 和 薄板 平面 应 力 问题 中 的 物理 方程 相同 ， 由 式 (4- 7a) 解 出 应 力 ， 可 得 ， 


mT (ete,), co 一 ie (4- 7b) 


__E 
2IT 
将 式 (4-4) 代 人 式 (4-7b)， a 应 力 分 量 ， 用 和 矩阵 来 表示 可 写成 ， 


CR 
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Or 
o= 日 =De—zp| 一 到 | 一 2DYX (4-8) 


式 中 ,也 为 ， 


2 (4- 9) 


在 薄板 的 弯曲 问题 中 ， 由 于 大 多 数 情况 下 ， 都 很 难 使 得 应 力 分 量 在 薄板 的 侧面 上 ( 板 
边 上 ) 精 确 地 满足 应 力 边界 条 件 ， 而 只 能 使 这 些 应 力 分 量 所 组 成 的 内 力 整体 地 满足 边界 条 

从 薄板 内 取出 一 个 平行 六 面体 (图 4.3), 它 在 z 方 向 和 y 方向 上 具有 单位 宽度 ， 在 = 
方向 的 高 度 为 &， 下 面 分 析 其 横 截面 上 的 内 力 。 


h/2 


h/2 


图 4.3 薄板 中 的 内 力 


在 为 常量 的 横 截面 上 ， 作 用 有 co: 和 zt,,。 由 于 6G: 和 zw 都 和 z 成 正比 ， 所 以 它们 在 薄 
板 全 厚度 上 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 只 可 能 分 别 合 成 弯 和 矩 和 扭矩 。 用 M, 宕 示 由 o; 所 合成 的 
单位 宽度 上 的 弯 矩 ， 有 


1/2 
M., = | eszde (4- 10) 
将 式 (4 -8) 中 的 o, 的 表达 式 代 入 式 (4 - 10)， 并 对 z 积分 ， 得 到 : 


Eh’ ( dz 92rp ) 


Mar (Hay 


(4- 11) 


应 力 分 量 rw 将 合成 扭矩 : 
A/2 
M,, = es Toyz dz 


将 式 (4 - 8) 中 rw 的 表达 式 代 人 上 式 ， 并 对 z 积分 ， 得 到 ， 
M ___Eh ,ow 
到 12(1 十 AD) zay 
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同样 好， 在 y 为 常量 的 可 截面 上 ， 每 单位 宽度 上 的 于 上 和 < 也 分 别 合成 如 下 的 老 拓 
和 扭矩 ， 


a __ Eb’: /39w,, dw 
-| ets 1201 yi) (53 qri ) (4- 13) 
h/2 3 
Ns =| tne dz = i y 2 (4- 14) 


在 这 里 可 以 看 到 ， 由 前 应 力 ty 和 zy 的 互 等 关系 ， 得 到 扭矩 My 和 IM 的 互 等 关系 。 
将 式 (4 -11)、 式 (4 -12) 和 式 (4 - 13) 合 并 起 来 ， 用 和 矩阵 表示 ， 则 有 


Ad 
人 
w|i =n, 和 =DAX (4 -15) 


其 中 ， 


(4—16) 


是 薄板 弯曲 问题 的 弹性 矩阵 ， 它 等 于 平面 应 力 问 题 中 的 弹性 矩阵 乘 以 户 /12。 式 (4- 15) 表 
示 了 薄板 的 内 力 与 应 变 两 者 之 间 的 关系 ， 称 为 薄板 弯曲 问题 中 的 物理 方程 。 计 算 薄 板 弹 性 
矩阵 的 函数 如 下 : 


void Plate elastic matrix (float FE,float mu,float h, float* * DE) 


输入 : : 
:弹性 模 量 

mu; 泊 松 比 

nh: 薄板 的 厚度 
输出 : 

Df: 二 维 数组 ,存放 弹性 矩阵 ,5L3j[3], 调 用 该 程序 前 Df 必须 分 配 内 存 


float coef; 


coef=E*h*h*h/(12. 0* (1 -mu*mu)); 

Df[0J[0]= coef; Df[0l[1J=coef*mu; Df[0jL2]=0.0; 
DfL1jLoj=DptLojLI] DfL1JL1i]=coef; DEL1jL2]=0.0; 
DftL2]L0]=0.0; DfL2]L1]=0.0; Df[ 2][2j=coef* (1- mu) /2. 0; 
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， 弯 算 和 招 矩 M,; 、M,、M,, 、Mx 的 方向 及 其 作用 面 的 位 置 示 于 图 4. 4(a) 中 。 为 了 更 
清楚 地 表示 力 偶 的 方向 及 其 作用 面 位 置 ， 以 后 按 右手 螺旋 法 则 用 双 箭 头 矢 量 来 表示 力 偶 ， 
如 图 4. 4(b) 所 示 ( 图 中 所 示 各 力 偶 的 方向 均 为 正 ) 。 


,oy 
fr 


N 
党 
Nd 


h/2 


(a) 


图 4.4 薄板 中 查 矩 和 扭矩 示意 图 


从 式 (4- 15) 中 解 出 azru/azz 、azru/3 办 、232ru/azay， 再 代 人 式 (4- 8)， 就 得 到 各 应 
力 分 量 与 内 力 之 间 的 关系 式 。 


5 一 Lo: oy Ta ]'= _ 1]12zx 12z 


nM M, M»y] -FM (4-17) 


4. 2 三 角形 薄板 单元 


用 有 限 单元 法 对 薄板 弯曲 问题 进行 分 析 时 ， 同 样 需 要 选择 单元 的 形状 ， 常 用 的 有 三 角 
形 单元 和 和 拢 形 单 元 。 由 于 相 邻 结 点 之 间 需 要 传递 力矩 ， 通 常 将 结 点 看 做 刚性 连接 ， 每 个 结 
点 有 三 个 位 移 分量 。 根 据 式 (4- 3) 可 知 ，z 方 向 和 y 方向 的 位 移 w 和 vw 分别 与 z 方向 位 移 
w 关于 xz 和 y 的 一 阶 偏 导 数 有 关 ， 因 此 薄板 弯曲 问题 分 析 时 其 结 点 位 移 分 量 取 为 : w、6.、 
9,， 其 中 ， 


化 二， 全 二 一 一 (4—- 18) 


率 ，92 表示 zz 平面 内 曲线 D 上 一 点 的 斜率 ， 


ee 坐标 系 的 旋转 正方 向 为 x 一 
yz 一 x+， 因此 在 图 4.5(a) 中 9, 为 正 ， 而 在 
4.5(b) 中 如 的 方向 为 负 ， 因 此 在 式 (4- 18) 
中 0, 前 面 出 现 一 个 负 号 。 

本 节 将 对 3 结 点 三 角形 薄板 单元 进行 介 ”图 4.5 扭转 角 的 正 负 关系 
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绍 ， 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 ， 共 有 9 个 自由 度 ， 它 也 是 一 种 非 完 全 协调 的 单元 。 如 图 4, 6 
所 示 ， 其 单元 结 点 位 移 拖 阵 和 人 荷载 矩阵 分 别 为 ， 
6 一 [w 0; Ox w; 0 Os wa Oo Om] 
Fe=[F; M; M,; F: M, M,; Fs: M, M,]' 


x 
1 
一 
2 3 
0,1 
时 


4.6 三 角形 薄板 单元 示意 图 


0 


0 
z 


4.2.1 直角 坐标 系 下 的 单元 位 移 函 数 


在 直角 坐标 系 下 ， 为 保证 挠 度 w 为 坐标 变量 x 和 yy 的 全 三 次 多 项 式 ， 从 帕斯卡 三 角 
形 可 知 必须 要 有 10 项 ,但 三 角形 3 个 结 点 只 能 有 9 个 自由 度 ， 若 舍 去 三 次 项 中 的 任 一 项 ， 
显然 都 无 法 保证 对 坐标 的 不 变性 ， 为 此 Tocher 提出 了 一 种 解决 方案 如 下 : 
芭 一 o 十 az 并 十 asy 十 o 科 十 ay 十 到 十 azz 十 ag(Cz2y 十 工 妈 ) 十 ee (4- 19) 
但 是 ， 当 三 角形 的 两 边 分 别 平行 坐标 xz 轴 、y 轴 时 ， 从 式 (4 - 19) 无 法 通过 结 点 的 位 移 条 
件 来 确定 广义 坐标 参数 a ~ce ， 为 此 必须 在 离散 化 时 设法 避免 边界 单元 不 出 现 上 述 现象 ， 
但 实际 计算 时 ， 单 元 划分 往往 是 自动 进行 的 ， 很 难保 证 上 述 条 件 。 如 果 能 够 保证 上 述 条 
件 ， 分 析 结 果 表 明 此 位 移 模 式 对 应 的 单元 能 得 到 很 好 的 结果 。 
另 一 解决 方案 是 Adini 提出 的 ， 其 位 移 函 数 为 : 
w=al 十 qzX 十 qsy 十 ayx ?十 asy?: 十 qeXx3 十 ar Ty 十 qaxy :十 agy’ (4 — 20) 


此 方案 由 于 舍 去 了 二 次 项 xy， 故常 扭 率 苑 澡 无 法 得 到 保证 ， 从 而 位 移 偏 小 ， 精 度 很 差 。 


这 也 可 以 从 挠 曲 函数 的 Taylor 级 数 展开 来 说 明 ， 由 于 不 包含 完全 二 次 项 ， 故 只 能 有 一 阶 
精确 度 。 
还 有 一 种 Bell 提出 的 解决 方案 ， 他 对 三 角形 单元 除了 取 3 个 角 点 作为 结 点 外 ， 取 形 心 
点 挠 度 作为 位 移 参 数 ， 从 而 取 位 移 模式 为 全 三 次 多 项 式 ， 
也 一 al 十 asZ 十 asy 十 oz 十 a5Zy 十 a6 罗 十 az 十 wsz2y 十 aeZy2 taoy’ (4-21) 
利用 10 个 位 移 参 数 条 件 确定 广义 坐标 参数 a ~auie ， 通 过 分 析 建 立 起 单元 刚度 、 和 荷载 和 矩阵 ， 
在 整体 分 析 之 前 采取 如 下 措施 消去 形 心 点 自由 度 。 


单元 刚度 方程 : 
Ww El] (4- 22) 


式 中 , 二 [wi， bg。 0 wi 0 05 wa 0m bn] 等 。 从 式 (4- 22) 的 第 二 个 方程 可 


解 出 : 


“eg 
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$1o = kzz! (Fo 一 大 10， ) 
将 其 代 人 式 (4- 22) 第 一 个 方程 并 进行 整理 ， 可 得 : 
(Ki 一 大 2 无 22 Kz )06) 一 $ 十 (下 —kiz kzz! F106) 

设 : 
单元 刚度 矩阵 ，jK@ 一 后 一 Kis kzz! kz 
等 效 结 点 荷载 : F® =F,,,1— kkz! Fes,10 
则 单元 刚度 方程 为 : Ke6, 一 Si 十 F® 

通过 静 力 凝 襄 最 后 获得 了 9 个 自由 度 的 三 角形 单元 。 但 是 Zienkiowicz 曾 指出 这 样 所 
得 到 的 单元 不 能 保证 收敛 性 ， 因 此 ， 通 常 采用 另外 一 种 位 移 模 式 ， 即 下 面 介绍 的 面积 坐标 
下 的 单元 位 移 模 式 。 


4.2.2 面积 坐标 下 的 单元 位 移 函 数 


面积 坐标 的 一 次 、 二 次 、 三 次 项 分 别 有 以 下 各 项 : 
一 次 项 : L;、 Lys a 
二 次 项 : LY、、L、 LiL;、 LL»,、 LL: 
三 次 项 ; LY LL DDD、 DL Lely, DL DELL? LLLa 
式 中 ，L;、L;、L 上 Lx 为 面积 坐标 (关于 面积 坐标 的 定义 参见 第 2 章 )。 由 式 (2 - 47) 可 知 ，x、 
y 的 完全 一 次 多 项 式 可 用 面积 坐标 的 3 项 一 次 项 的 线性 组 合 进行 表示 ， 即 为 ; 
aLitazL;t os Ln 
Z、y 的 完全 二 次 多 项 式 可 用 面积 坐标 的 3 项 一 次 项 和 6 项 二 次 项 中 的 任意 3 项 的 线性 组 
合 表示 ， 如 : 
aLitaL; tas La ta LL; tasL;L, taeLnL: 
同样 ，z、y 的 完全 三 次 多 项 式 应 至 少 包含 三 次 项 中 的 4 项 ， 并 在 余下 的 各 项 和 一 次 项 、 
二 次 项 中 任 选 6 项 ， 共 10 项 的 线性 组 合 ， 如 ; 
aL;tazL;tasL, to LiL,; tas LL’? ta LiL, 
ToarL2L; tasLiL;ta LIL, tarvLiL,L, (4- 23) 
由 于 3 结 点 三 角形 薄板 单元 只 有 9 个 自由 度 ， 因 此 在 位 移 多 项 式 中 只 能 确定 9 个 系 
数 。 这 样 前 面 讨 论 的 完全 三 次 多 项 式 应 减少 一 个 独立 的 项 。 注 意 到 式 (4 - 23) 中 最 后 一 项 
LLjLm 在 三 个 结 点 处 有 : 


LLL = (LLLn) = (LiLjL,) =0 
因此 ， 可 将 其 归 入 到 其 他 三 次 项 中 。Zienkiowicz 等 采用 如 下 的 位 移 模式 : 
w=aL:taLtaLnto (LL+ DLL ) to (LL? tLLL;) 
+as (LL, +3LLL) to (LEL +t LL ) to (LeLi tLLL,) 
Fas (LL +3 LLL,) (4 -24) 
根据 已 知 条 件 ， 在 三 个 结 点 处 分 别 可 得 : 


a 


在 i 结 点 处 ; L;==1], Lj 二 0,，L, 二 0，w 二 wi， 0 一 (用 ) ， 2 一 ( 瑟 ) 


在 j 结 点 处 : L.=0, Lj=1, L,=0, w=w;， Ss 0;= (2e) 


ee ee 


在 mm 结 点 处 : 二 一 0， 三 一 0， 开 一 1， 取 一 zw， 包 一 (总 ) ? 9m = (2) 
利用 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 有 
1/,39 +p 9 9 
az (元 42 元 +t 于) 
> (4— 25) 
7 GE mE 
这 样 ， 在 结 点 处 ， 有 


Wi Ql 


Os 一 去 Lciai te Caz to ) en (astas) | 


Oy = 一 六 [aiai 二 +b; (az 十 ma ) 十 (as 十 ag ) J] 


在 结 点 7 处， 有 
了 一 Q2 
0 = 让 [ca 十 o5 ) 十 cias 十 cow(as 十 ee) ] 
0 = 一 去 [ba 十 as) 十 pias 十 bo (as 十 os) 
在 结 点 m 处 ， 有 


TOm — Qa3 


On = 去 [ca 十 cs) 十 co 十 az) 十 coas ] 


0 一 -让 [6 (ai tas) tb; (az tar) bnas | 


根据 上 面 的 三 组 方程 可 以 确定 广义 坐标 参数 a ~ ， 然 后 将 其 带 入 式 (4 - 24)， 整 理 后 可 
以 得 到 : 

w= Nivw; N00 + N00 二 + Nw; No0, +N,0, 十 No 十 NO 十 NO 
记 为 : 


w=Né® (4- 26) 
N;:=L;+ LL;+LiL,—LL’i—LL, 


一 (2 lr yy 2 1 
Ns bi (LiLnt 3LLL,) bn(LiLnt FLL;L) (4 -27) 


Ny =—c (LILat LL Ln) —cn( LiL;+ LLL) 
式 (4 -27) 中 下 标 按照 一 /~ 一; 的 规则 轮换 。 其 中 ， 
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L; = 去 (ai 十 DO 十 ciy ) 


Qi = xjyn— Tny; (i, j, m) 
ob; yj Ym 
ci 一 一 站 十 Zm 
推导 上 述 形 函数 的 表达 式 ， 也 可 以 采用 下 面 的 方法 。 根 据 面 积 坐标 的 关系 ， 有 
LiL;Lnm =L;L; (1 一 了 ， ~—L;) =—=LL, ( 1 =—= EL; 一 了 = 上 ;LbL, (1—L; —L,,) 
因此 式 (4 - 24) 可 改写 成 : 
w=alL; +azL; 十 as 工 。 ToLjL, tasL,L; taoL,L; 十 ar ( 工 二 2 一 人?) 
十 as (LaL? —LL2) 十 ae (LL?—L,L?) (4— 28) 
从 式 (4 -28) 出 发 ， 可 按 如 下 两 步 法 确定 形 函 数 : 


QD 以 w. 4 一 时、 6 一 凌 作为 结 点 自由 度 ( 位 移 参数 )， 求 对 应 它们 的 形 函数 ，; 
(2) 利 用 关系 式 


du am 
0, aL; Cj —b; dx [3 —b; —0, 
ls le 
0; 9w eC b; 9w Ci ob; 0 

aL; 9y 


将 (1) 中 的 9、6; 变 换 成 6:、0,， 然 后 进行 合并 整理 即 可 得 到 对 于 (w、9.、9,) 结 点 位 移 参 
数 的 形 函 数 ， 具 体 推导 这 里 不 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 完成 。 

对 于 上 述 形 函 数 ; 可 以 证 明 收 敛 性 的 必要 条 件 可 以 得 到 满足 ， 但 连续 性 条 件 并 不 完全 
满足 。 因 为 在 单元 的 公共 边界 上 乒 度 函数 连续 ， 但 法 向 斜率 并 不 连续 ， 因 此 在 使 用 3 结 点 
三 角形 薄板 单元 时 应 注意 。 实 际 计 算 表 明 ， 只 要 其 单元 形状 接近 等 边 三 角形 或 等 腰 直 角 三 
角形 ， 其 计算 结果 是 比较 好 的 。 


4.2.3 单元 刚度 方程 
根据 式 (4 - 26) 建 立 起 来 的 单元 挠 度 场 ， 可 以 用 前 面 介绍 的 方法 建立 其 单元 刚度 方程 。 


下 面 以 面积 坐标 的 形 函 数 来 推导 并 给 出 三 角形 单元 的 显 式 单元 刚度 矩阵 。 
根据 式 (4- 5) 有 : 


_9w _ gw 
DT2 aL? 
| auw| _ gw 
_ 9w —2 dz 
9x9y 9L9L; 
将 式 (4 -26) 代 入 式 (4- 30) 有 : 
X=JLH6®=B6® (4-31) 


其 中 ， 


| 
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reer rs eect tee eset 


及 b;? bib; 
J 一 一 1 c? Ci CiC} 
2bic; 2bic; bic; tbics 
L; LL; L, 
一 LE; .En 
Dy 
0 —4b, =46 0 0 0 0 —2b, 
2 在 Ci 一 2 一 (如一 让) (ce) 0 —6, 
2 2 2c 0 0 0 一 2 她 
2 (b; —6,) (cj 一 cr) 2 一 已 一 局 0 b 
H=~—| 0 0 0 0 4 4c; 0 20; 
0 0 0 2 —26: 二 2 2 —46 
—2 —(5b+36) ~—(5c+T3cn) 0 (bn —b: ) (ce) 2 (b+t36) 
0 一 (56,) (Gj; —cn) 2 3b, 十 56 3c 十 5c: 2 36: +b; 
0 & —b Ee 0 bb bn—b 0 —3(6—b) 
则 单元 的 应 变 能 为 ， 


1 T 
计生 去 | ,x Mdzdy 
将 式 (4 -15)、 式 (4 -31) 代 入 式 (4 -35) 得 ， 
ph @JT ® 1 AeT| pr ® 
BA RE )'DB 5edzdy = 池 6 | 8 DBdzdyé 


若 单 元 只 承受 结 点 荷载 的 作用 ， 其 所 做 的 功 为 : 
W=6®TF® 
系统 的 总 势能 为 ， 


I=U 一 W 一 卡 5°7| BTD/Bdrdy6° 一 5eT F@ 
根据 极 小 势能 原理 ， 系 统 稳定 时 其 总 势能 的 变 分 为 零 ， 即 
AI= | B'D'Bdzrdy6® 一 Fe@ 一 0 
因此 有 : 
| ,B DsBdzdy6® = F® 
其 中 ， 


(4 ~ 32) 


—4c; 
—(c 十 3c;) 
3c 十 G 
一 34c 一 G) 

(4- 34) 


(4-35) 


(4-36) 


je = BT D, Bdzdy 一 下 HT LT J DJLHdzdy = | LTJr DJLdzrdyH 


为 3 结 点 三 角形 薄板 单元 的 单元 刚度 矩阵 。 设 常量 矩阵 : 


dn as di 
D,=JT"DiJ=|dz az dz 
31 das ds 


(4- 37) 


(4 ~ 38) 
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则 式 (4- 37) 中 的 积分 ; 
| L™r' pLdzdy = | LipiLdzdy (4 - 39) 


其 中 ， 
LdunL LAadnb, : La La Lady : LadsL Ladsl LdiL| 
Ld Ldnl, : LdvlL: Ldyvl; Ldyl : Ladsl: LdsL Ldnl 


tA eS TE St A Rt RE 


L'™DL 


Pe Ree SRO OP ET RO YE PEE SADE eT ER PEN War EE ER HS ESE 


其 中 ， 
LdnmL;: LidmL; LidmLn 
co LidaL; rar (p, gq=1, 2, 3) 
md mL: LndmL; Ld mln 
可 见 式 (4- 40) 中 的 积分 除 常 数 dm 不同 外 ， 其 每 一 个 分 块 矩阵 的 积分 结果 都 是 一 样 的 ， 因 
此 利用 公式 
al1p8171! 
(a 十 8 十 yY 十 2)1 


i ly de 1 1 
[rar LadaL; Lert nts 外 2 an 
Se es 1 

因此 式 (4 - 39) 的 积分 可 以 写 为 ， 


| 工 红 也 7dzdy = 2A (4-41) 


有 


du ls dizlsp dls 
| LipLdrdy 基 区 Is duls 加 = Ds 
317B dzTs dasTs 
这 样 ，3 结 点 三 角形 薄板 单元 的 单元 刚度 矩阵 为 


je@ = | Brpz ds | .HET'DAILHdrdy = H'DsH (4 -42) 


4.2.4 等 效 结 点 荷载 


若 单元 上 受 垂直 中 面 的 分 布 荷 载 4(z，y) 作 用 ， 则 等 效 结 点 荷载 为 : 


1 
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FB = | N'g(z,y) dzrdy (4 - 38) 
当 g 为 常数 时 ， 有 


F@ 一 aA| 志 去 (62 一 bs) (cz 一 cs) 让 走 (bs 一 b1) 直 (c 一 c) 
1 1 


1 T 
3 剖 (b1 一 多 ) 让 人 ca 一 co) | (4 -44) 


| 4. 3 矩形 薄板 单元 


由 于 3 结 点 三 角形 薄板 单元 的 计算 精度 比较 低 ， 因 此 在 实际 运用 中 经 常用 到 和 矩形 单 
元 ， 下 面 我 们 对 4 结 点 矩形 薄板 单元 进行 分 析 。 


4.3.1 单元 位 移 函 数 


设 薄板 被 离散 成 若干 矩形 单元 的 集合 ， 单 元 的 结 点 位 移 与 结 点 荷载 ( 正 向 ) 如 图 4.7 
所 示 。 


(a) 局 部 坐标 及 单元 结 点 位 移 ( 正 向 ) 


"| Fh Ma 
Mil 2 
一 一 和 


Mra 


(0) 局 部 坐标 及 单元 节 结 荷载 ( 正 向 ) 
4.7 和 矩形 单元 结 点 位 移 与 结 点 力 示 意图 


若 引 入 如 下 和 气 阵 符号 ， 


6 一 [ru DO 0 本 (一 1，2，3， 4) 
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peepee eet cbmcreed: Noteoeoter tom pte rat ete echt eee te eect Mots rt me Larsioogfsshotooteiamsaacssaee， 


F=[F: Ma My]' (i=1, 2, 3, 4) 
则 单元 结 点 位 移 矩 阵 为 ， 
089 一 [5 末 0 5 本 (4-45) 
单元 结 点 荷载 矩阵 为 : 
Fe 一 [LI Fi FI FJ (4 — 46) 
因为 单元 结 点 位 移 参 数 (每 结 点 的 挠 度 和 绕 两 坐标 轴 的 转角 ) 总 计 有 12 个 ( 故 称 12 自 
由 度 ， 也 记 作 ACM 单元 )， 其 = 方向 的 位 移 是 唯一 的 一 个 基本 未 知 量 ， 故 依照 Pascal 三 
角形 及 多 项 式 位 移 模 式 的 选取 规则 ， 取 如 下 的 位 移 函 数 ， 
了 雍和 一 al 十 az 十 asy 十 aaz2 十 a5zy 十 as 虹 十 ayz 十 asz2y 十 
as 工 史 十 aio 旭 十 aaz3y 十 aaz 并 史 (4-47) 
式 中 四 次 项 所 以 取 x*y 和 zy 是 为 了 保证 坐标 的 不 变性 和 曲率 、 扭 率 具有 相同 方 次 。 对 式 
(4 一 47) 求 导 可 得 : 


-=a 十 asz 士 2a6y 十 asz2 十 2aszy 十 3aio 罗 十 az 十 3al2 工 y2 (4- 48) 


一 0 一 5 种 一 o 十 2c4z 十 sy 十 3azz2 十 2aszy 十 ae 并 十 3alz2y 十 alzya (4— 49) 


将 结 点 坐标 和 结 点 位 移 代 入 式 (4-47)、 式 (4- 48) 和 式 (4- 49) 可 以 得 到 12 个 方程 ， 写 成 
和 矩阵 形式 有 : 


6°9=Aa 
式 中 ， 
1 a 一 a? ab bb -oa -ab 一 一 请 ab ab 
0 0 1 0 —a 一 20 0 C2 2abp 3 一 @ —3ap 
0 一 1 0 2a b 0 —3@ ~2ab —F 0 3a:b bp 
Ts ph i pb hi nb nb a ep op 
0 0 1 0 a 二 好 0 a —2ab 3 a 3ab 
| he en se a ne et 


二 一 20 一 0 一 3@ 一 200 —F 0 ”一 3a20 —B 
1 ab 一 Bb a ab a BB ab —ap 
0 0 1 0 —a 2 0 a? —2ab 35 — 3ab 
0 一 1 0 2a -bb 0 -3 2ab -Pb 0 ”一 3a20 —B 
一 [aa Q2 0Q3 alz | 
由 此 可 得 : 
C 一 4 109 


式 中 ，4-! 为 4 的 道 矩 阵 。 将 所 求 得 的 we 代 回 式 (4-47) 并 经 整理 后 ， 即 可 得 用 正则 坐标 表 
示 的 形 函 数 如 下 : 
w=Niw tNabat Nybyt Newt Nb Ny 
Narw 十 Nabs 十 Nags 十 Ni 十 NO 十 NO (4- 50) 


> | 
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其 中 ， 
ee 
Ne 一 一 二 wx(1+ 至 ) (1+ 之 ) (1 一 之 ) (G 一 1，2，3，4) 
N; (1 
(4-51) 
引入 
SS J 6 一 于 ， 办 二 字 (4— 52) 
则 有 


1 
N= +8) Tp) 21+ me) 
1 
Na—=— BOn(l+éé) +m) (1—¥) (i=1, 2, 3, 4) 


Ny =Ba(1+8€) (+ ny) (1—¢) 


当然 ， 上 述 形 函数 也 可 由 试 资 法 得 到 ， 由 于 篇 幅 所 限 这 里 仅仅 以 Ni 为 例 加 以 说 明 。 
由 形 函 数 性 质 可 知 六 应 满足 如 下 条 件 ， 


Ni(lx1, 1)=1 
Ni(zx;, y) 一 0 (7 一 2， 3，4) 
am _ am  _，,- 
az a9€é | co 人 和 
daN_ 3aN 
= 一 0 三 二 2 3， 4 
ay barley © 4 : 


为 自动 满足 Ni (zi， y;)=0 (7 一 2， 3，4)， 而 且 考虑 到 式 (4 -47) 中 没有 名 项， é、 7 
的 最 高 项 次 为 3， 因此 可 设 : 


N=(1—O0—D at6éte mtdYt+e'y) (b) 
由 此 : 
9 ph 1 1 7 7 1 
站 = 一 G 一 访 (cd8 é+c'gtad'e tery)+(1—é D+2d'e) (c) 
aN. [a [ 1 ff 了 1 1 
0 十 8 étcwytadetery)t+(— NU—nDle 十 2e nD (d) 
式 (c) 自 动 满足 2 | =aM | 一 0; 式 (d) 自 动 满足 2 | -2 一 0。 由 所 剩 的 其 他 导数 
al 9aé€ 1 97 |: 971s 
条 件 可 得 : 
pe ,——2(a'—b'—c'+d'+e) +4(b'—2d')=0 (e) 
| = 一 2(a' 十 b' 一 c'+d'+e)=0 (二 
3 |， 
| =—2(a'—b'—c'+d'+e') +4Ce'—2e') =0 (8) 
1 
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2 | =—2a' 6 te td' +e) =0 (h) 
7 14 
由 式 (f) 与 式 (h) 可 得 : 
b'=c’ i (1) 
由 式 (i)、 式 (e) 和 式 (g) 可 得 : 
d'=e! (0j) 
式 G) 代 入 式 (h) [或 式 (f)] 可 得 : 
a'=—24' , (k) - 
将 式 Gi)、()、(k) 代 回 式 Ce) 可 得 : 
b'=d’ (DD 
综 上 分 析 可 得 : 
及 一 一 4 (1 一 外 (1 一 办 (2 一 6 一 部 一 也 ) (m) 
由 N1(1) 志 1 可 得 一 d'==1/8 Cn) 
最 终 得 到 ， 
六 一 (1 一 避 (1 一 力 (2 一 上 7 一 学 一 闻 )18 (4- 53) 


显然 式 (4- 53) 与 式 (4- 51) 的 第 一 个 式 子 (注意 : 此 时 对 于 结 点 1， 扣 三 一 1， 六 二 一 ]) 结 果 
完全 相同 。 其 他 形 函 数 可 用 相似 思路 来 建立 ， 这 里 不 再 著述 。 但 必须 强调 的 是 这 种 除 函 数 
本 身 外 还 有 函数 导数 作 位 移 参 数 的 试 凑 法 建 形 函数 的 思路 ， 也 可 用 于 二 维 问题 等 ， 从 而 建 
立 少 结 点 高 阶 的 一 些 单元 。 
一 经 获得 形 函 数 ， 则 形 函 数 矩 阵 N 为 : 

N=[N: N: Nm] (4- 54) 
其 中 : N; 一 [N; Na: Ny](i=1, 2, 3, 4) 
单元 的 挠 度 w(x，y) 一双 (和 ， 力 可 写作 : 

w=Né® (4—55) 


4.3.2 应 力 分 析 


将 位 移 插 值 表达 式 (4- 55) 代 入 式 (4- 5)， 整 理 后 得 到 单元 的 应 变 为 : 


X=B6® (4—56) 
其 中 的 几何 和 矩阵: 
B= [B, B, B, B, ] (4— 57) 
子 和 矩阵 : 
3z(y 十 六 ) 0 (37 二 zi) (y 二 yi;) 
zx Ti 
六 3y(z+ zi) (z+ zi) (3y+y,) 0 (i=], 2, 3, 4) 
4ziyi 区 Yi 


3TAHABYF A C3yty) (yty) (3x—x) (ztzx;) 
Ziy? Yi Zi 


ea 


将 式 (4-56) 代 和 人 式 (4- 16) 可 以 得 到 : 
M=D,B8® 一 S59 
其 中 $ 称 为 内 力 和 矩阵， 其 表达 形式 如 下 : 
S 一 DB 一 Dr/[B，B， 8B， 了 B] 一 LS，S，S，S4] 


0 


在 四 个 结 点 处 的 内 力矩 阵 分 别 为 ， 
b a ey _ab 
6(2+pu) gpa 86 6 
Eh 
$= 一 b b 
! 48ab(1—2) |6( G+) 8a 一 8 6p 
1—p 2(1 一 5 20—pa 一 (1 一 站 
0 一 包 0 0 0 一 tr 全 da 0 
0 -4 0 00 一 6 和 4a 0 
一 2(1 一 Op 0 1- 0 0 一 (1 0 2(0 一 2)a 
_62 br a 
6 2 0 和 外 6( 字 tp 各) 
Eh’ 
Sr— ig a eb QT 6b 
48ab(1—2) |—6p 2 0 4nub 6( 参 +p 守 ) 
lp 2(l—wo 0 —(l—p) 
8ua 86 一 6 全 dpa 0 0 
“ a 
8a 8ub 一 65 4a 0 0 
一 2(1 一 /0 一 2(1 一 OOa ly 0 2(—wWa —(1—y) 0 0 
0 0 0 0 —4yua . 0 
So Eh _ 
3 48ab(l—y)| 0 0 0 - —4a 0 
lx 0 0 一 (1- 0 —2(1—/a 
br a 加 _6 忆 
人 8pa 86 6 22 0 
a b 四 
6(F + ) 8a gb 6p 2 0 
1 一 5 一 2(1 一 /2 2C1—pa 一 (1 一 六。 2(1 一 000 
a 
一 pp 全 —4hpa 0 0 0 0 
Ss 
4 48a6(1 一 [2 | 一 6 关 4a 0 0 0 0 
1 一 5 0 ”一 2(1 一 ae 一 (1 一 0 0 
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_eLb ba i 这 
6 2 0 嫩 6( 二 十 全 8pa 86 
b a b a ee 
—6p 0 一 Ab 6( 台 +p) 8a 8ub 
1 一 A ~—2(—6 0 一 (1 一 上 20 一 ADD 201 一 Ap)Q 


4.3.3 单元 刚度 矩阵 


对 于 4 结 点 矩形 薄板 单元 ， 其 单元 刚度 矩阵 依然 具有 如 下 的 形式 : 


ke 一 | BrDBdA C4- 61) 
因此 ， 可 以 得 到 : 
k®© -Ep 
360(1—2)ab 
k1 对 
ka ks 
—ks —ks k; 
k7 Rio ku ki 称 
kio ks 0 ka k2 
—ku 0 ks ks ke ks 
ki2 —kis kis Ri7 一 Ra0 kz1 ki 
ks ki3 0 k20 kis 0 —k k2 
kie 0 ku R21 0 As ks 一 As ks 
k17 一 Rao 一 Po ke 一 Rs5 ~—kie ky 一 Rio —hkn ki 
kzo kis 0 ks ks 0 ko ks 0 —ks kz 
一 zi 0 kig ki 0 k14 Ai 0 kg —ks ke ks 
(4— 62) 
其 中 ， 
bp? a 
ki=21—6yt+30 +307s k=80° — 8pb’ 十 40a2 
ks=8a?— Bua? +40b’ =35 十 12p65 十 30 和 
pb? 
ks 二 34 十 ]2ua 十 30 ke —=30pab 
有 一 一 21 十 6 一 30 和 十 15 S ks—=—8b? 8ub’ +20a? 
hy =—2a? 二 2pa? 十 20b7 kio=—36—12ubt15 人 
Au 一 3c 一 3wa 十 30 乞 ky 一 21 一 6 一 15 15 和 


Ri 一 252 —2ub 10a7 RU4 一 202 一 20002 十 1082 


1 
- i 
es 


吕 2 
hs——36+3p6+15 和 hs = 一 34 十 3pa 十 15 入 


2 
1 一 一 21 十 6 十 15 仿 一 30 与 hg 一 一 2B? 十 2pb? 十 204 


a? pb 


4 
kis =—8a’? 十 8ua? 十 205? kz =36—3ub+30 


pb 
kl 二 一 3a 一 ]2ua 十 15 


4.3.4 等 效 结 点 荷载 的 计算 


等 效 结 点 荷载 矩阵 为 : 
5 =[Fa ME1 Ma Fg ME» ME,2 Fp ME.s Me,s FE ME Ma a 
当 非 结 点 荷载 为 垂直 于 板 单元 分 布 的 面 力 q(x，y) 时 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
F? = | NiaCz,y)dzdy (4 -63) 
车 q(x，y) 为 常量 ， 则 
理 =gab|1 名 一 各 1 各 丘 1 -名和 名 1 一 4] (4-64) 
通常 ， 当 单元 尺寸 比较 小 时 ， 等 效 结 点 力矩 对 位 移 和 内 力 的 影响 远 小 于 法 向 荷载 的 影响 ， 
因此 在 实际 计算 时 通常 可 以 忽略 ， 从 而 简化 为 : 


FR=gab [1 0 0 100100 1 0 0 (4-65) 
当 非 结 点 荷载 为 作用 在 单元 上 的 集中 力 F, 时 ， 其 等 效 结 点 荷载 为 : 
FR=N(zxp, yo)"F, (4-66) 
其 中 zx, 、 多 为 集中 力作 用 点 位 置 。 若 集中 力作 用 在 单元 中 心 ， 则 
碍 = 总 [2 656 a 28a 2 ba 2 一 5 一 4 (4-67) 
同样 ， 上 式 可 以 简化 为 : 
理 = 池 -= [1 0010010010 0 (4— 68) 


4.3.5 实例 分 析 


设 四 边 固定 的 正方 形 的 弹性 薄板 (图 4. 8) ， 其 边 长 为 !， 厚 度 为 六 ， 弹 性 模 量 为 瑟 ， 泊 
松 比 为 yx 二 0. 3， 整 个 板 面 受 到 均匀 的 法 向 分 布 荷载 作用 ， 求 板 中 点 的 挠 度 和 内 力 。 

分 析 : 根据 对 称 性 ， 可 以 取 四 分 之 一 板 面 进行 计算 (图 中 阴影 部 分 )， 为 了 计算 简单 ， 
将 其 作为 一 个 单元 ， 结 点 编号 如 图 4. 8 所 示 。 

根据 已 知 条 件 ， 有 


等 效 结 点 荷载 采用 式 (4 - 59) 计 算 ， 其 大 小 为 : 
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i 


> 
(Lo 


2b=1/2 


1 2a=1/2 2 


4.8 四边 固 支 的 矩形 板 求解 


Fs=%er 0010010010 0 
其 约束 条 件 为 : 
t 记 2 一 3 一 2 一 0 
0 一 国王 02 一 0 一 03 一 0 一 0 一 0 一 0 
因此 ， 实 际 上 只 有 一 个 未 知 数 rw 。 根 据 式 (4- 56) 计 算 其 单元 刚度 矩阵 ， 形 成 整体 刚度 方 
程 并 引入 约束 条 件 后 可 以 得 到 


2 
kiw 一 全 
其 中 ， 
加 Eh Bb a\ 2FEh 
名 A 6ut+30 到 十 30 黎 】 el) 
代入 得 到 : 
A 
wi —0. 0161577 和 R33 
a 
该 问题 精确 解 为 ， 0. 0137592 a 
其 结 点 1 的 内 力 为 : 
bb, a 
AM 二 6 tp b ) 0. 0461648 
h 
2 一 SAG@ 一 2 
M 加 Sb a0 SE wi est 
区 4 0. 0041429 
lp 


| 4. 4 8 结 点 四 边 形 薄板 等 参 单元 


前 面 介绍 的 3 结 点 三 角形 单元 和 4 结 点 矩形 单元 尽管 计算 比较 简单 ， 但 对 于 边界 的 适 
应 能 力 较 弱 ， 并 且 是 基于 4. 1. 1 节 的 假设 条 件 ， 没 有 考虑 横向 剪 切 变 形 的 影响 。 若 实际 中 
需要 考虑 横向 剪 切 变形 的 影响 ( 即 认为 ys 关 0、ys 天 0)， 则 前 面 介 绍 的 单元 就 不 适应 了 。 
本 节 将 介绍 一 种 比较 简单 的 考虑 横向 剪 切 变形 的 影响 单元 ， 其 是 根据 汉 盖 (Hencky) 理 论 


NS 


FO ETO A Ae OO RO Eo 


建立 起 来 的 。 


4.4. 1 Hencky 理论 


一 般 来 说 ， 薄 板 变形 前 中 面 的 法 线 在 变形 后 将 成 为 曲线 ，Hencky 假设 中 面 法 线 变 形 
后 仍 为 直线 ， 但 不 再 是 中 面 的 法 线 ， 即 假设 中 面 法 线 变 形 后 绕 工 轴 和 >y 轴 的 转角 0: 和 0, 在 


数值 上 不 再 等 于 斜率 38 和 一 38， 除 此 之 外 ，4 1. 1 节 的 其 他 假设 条 件 依然 成 立 。 
根据 上 面 的 假设 条 件 ， 薄 板 内 任意 点 的 位 移 为 ， 


u=z0,(x, y), v=—z0(x, y)，, w=w(zx, y) (4— 69) 
则 可 得 其 应 变 矩 阵 为 : 
a0 ] 
ge 
Ex 一 9 
Ey my 
s= |y, 由 (4-70) 
yz au _， 
二 9y 图 
gw 
ar to, 
引入 微分 算 子 
0 0 = 元 
9 
0 Se 0 
a Ed 9 四 
4 一 | 0 z 了 zy (4-71) 
9 PA 
9 1 0 
9 
a ey 
则 有 
a=Ad (4 -72) 


这 里 d 二 [w 9。 0,] ， 其 应 力 为 : 
o—De=DAd (4~ 73) 
其 中 ,DD 为 弹性 矩阵 。 


4.4.2 8 结 点 Hencky 板 单 元 的 位 移 函 数 


如 图 4. 9 所 示 的 变 厚 度 、 中 面 为 平面 曲 边 四 边 形 的 8 结 点 板 单元 ， 其 中 面 形状 和 厚度 
可 表示 为 : 
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8 8 8 
T= Nz y= DNiy: h= >) IN， (4—74) 
sd 1 一 1 [一 1 


(X22,h2) 


小 
(xy,h1) Cl GD 


(xayasha) 

3Cx33,h3) 
图 4.9 8 结 点 Hencky 板 单元 示意 图 

式 (4 -74) 中 的 形 函数 N; 为 ; 

于 G 十 名 )(1 十 加 )( 名 十 加 一 D) (i1, 2, 3, 4) 


1 . 
六 一 4 斑 (1 一 部)(1 十 加 ) (i=5, 7) (4—75) 
总 (1 一 六 )(1 二 名) (i=6, 8) 


其 中 , 二 6 ， 加 二 1。 
由 w= 二 2x90, C(x，y)、v 二 一 z0. (XY，y) 、w 二 w(zT，y)， 可 见 ， 单 元 任意 一 点 的 位 移 (， 
v，w) 可 由 此 处 的 拨 度 w 和 两 个 转角 0;、0, 决 定 ， 因 此 若 设 : 


8 8 8 
w— >)Nr pb 一 > NO: 0 一 > NO (4-76) 
i=1 i=1 i=1 
也 即 由 形 函 数 插值 构造 ， 则 从 式 (4- 69) 可 得 : 
0 0 ZN i] Ten 
& 一 [zx v w]'= 2 0 一 zNi | | (4-77) 
z 一 1 0 0 [5， 
若 将 式 (4- 77) 写 成 矩阵 形式 ， 则 有 
d@ 一 [mw 0 0 =LNIT NT … Nel] 69 (4—78) 
其 中 了 为 3X3 的 单位 和 矩阵， 结 点 位 移 矩 阵 为 : 
68 王 [zw O04 Ox rp Os 0 (4 一 79) 
记 形 函数 矩阵 N 为 : 
N=[NI NI ES NeT | (4— 80) 
则 式 (4 - 79) 改 为 ; 
d@ 一 NO9 (4— 81) 


式 (4- 81) 即 为 8 结 点 板 单元 的 位 移 模 式 ， 由 等 参 单元 的 单元 分 析 可 知 此 位 移 模 式 是 完备 
和 协调 的 。 为 便于 讨论 ， 以 下 假设 为 常数 ( 即 只 讨论 等 厚 板 单元 )。 


NS 


II 


4.4.3 单元 刚度 矩阵 


由 应 变 与 位 移 的 关系 : 
se—~Ad®~AN6®=Bé® (4- 82) 
式 中 ， 
B=AN=[B! B, .:\ B;] (4 - 83) 
zBi 
=| | (i 二 1， 25 3，…， 8) (4- 84) 
B; 
其 中 ， 
—N; 0 
oS oN; Es 9y . 
Bi 一 0 a 0 B= (4— 85) 
y aN; 
Te 0 N; 
0 _aN aN az 
oz 9y 
对 于 线 弹 性 各 向 同性 板 ， 弹 性 矩阵 卫 可 写成 : 
E 0 
p=—| ! | (4- 86) 
02>: E, 
其 中 ，0 为 零 矩 阵 ， 下 标 表 示 其 大 小 。 
lx 0 
E 1 0 E 1 0 
E=——; | Eas | | (4- 87) 
工 一 122 三 2(1 十 ) 
a WO 1 
因此 应 力矩 阵 ce 为， 
0 一 Ds 一 DB5G 一 S09 (4— 88) 
式 中 , SDB 二 [SS :…… Ss] 
zxEiB, . 
S 一 DB 一 | | 《zi 一 1， 25 全 8) (4 — 89) 
E,B.; 
由 式 (4- 88) 即 可 按 如 下 定义 来 计算 内 力 ， 它 们 可 表达 如 下 : 
/2 _e aN:; aN,; 
Ms a 和 2 = D, By +D, 0 ) 
/2 > aN; aN; 
M, | “zde = 2 (一 D By0s +D: Sg, ) 
wa _ ~/ 9N; aN; 
M,, = | ,rordz = D> (— $0, | (4 - 90) 


rade — py (Fw 十 Nbv ) 


i=1 


py AA 
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___Ep’ 
12(1—y2) 
站 一 Eph’ __E 
3 24(1+p) 7“: 2(1+p) 
如 果 将 单元 刚度 矩阵 写成 Ck ]sxs 的 形式 ， 则 其 中 子 矩 阵 ky 可 按 式 (4- 92) 计 算 : 
Kk; 一 ji (| | BrpB,detJdedy) dz 


—h/2 


D' D,=pD 


(4—91) 


L 


1 1 h/2 
| | (| mpBidz)detrdsdy Gisj =1, 2，…，8) (4-92) 


| 


. 1 h’ 
| (15BIEB,; + hBEE,B, )detJdédy 
3 
H= LH; Jexs —$5 BEE B+hBEE,B; (4 - 93) 
于 是 式 (4 - 92) 改 写成 : 
1 1 
人 | adeurdsdy (4 -94) 


经 运算 后 可 得 式 (4- 93) 和 抢 阵 互 的 元 素 为 : 
_j 1aNi3N , aNiaN, 
Hu=D,( 9y 9y 97 a 


aa 9Ni9N; 
dy dy 9x 9x 

-Dp,aNoN; yp 9NioN; 
一 一 六 ay 9z Di 9y 


aN; 
Pa 一 Da N: 


H»=D: +D; +DNN,; (4—95) 


NaN ) aN,aN; 
dz 9y 3 gr Dy 


NiaN; | p NiaN 


H;s=D! 十 Pay ay + DNN; 


为 了 利用 式 (4 - 94) 和 式 (4 - 95) 积 分 得 到 子 和 矩阵 如 ， 还 必须 利用 如 下 导数 关系 ; 


5 aN, 3 9N, 
2 2 yi 一 2 了 
一 (detD 一 |  ， (4- 96) 
9 aN; aN,; 3 
9y 天 之 Ti 之 EX | L9n 


关于 等 效 结 点 荷载 的 计算 ， 若 单元 上 作用 有 横向 分 布 荷载 gd(z，y)， 则 其 等 效 结 点 荷 


如 :一 一 忆 : 


a 0 


载 为 : 
1 rl he 
Fe -PL 0 | aa 
0 
=-[F 00 Fa 00 Fs 0 0 (Gd-97) 
式 中 ， 


8 8 
Fs; 一 | | _ NaC Ny,, Dy Niy; )detJdédy (1 i 1 2， so. 8) (4— 98) 
- i=l i=1 


对 于 板 边缘 作用 有 分 布 弯 矩 、 扭 矩 、 剪 力 的 情况 ， 读 者 可 以 查阅 有 关 文 献 ， 这 里 不 再 
费 述 。 计 算 实 践 表 明 ， 当 采用 2X2 高 斯 积分 时 本 节 单 元 也 可 用 于 薄板 分 析 ， 但 太 薄 时 将 
产生 剪 切 闭锁 现象 ， 这 是 本 单元 的 一 个 缺点 。 


薄板 弯曲 问题 与 前 面 所 介绍 的 平面 和 空间 连续 体 问题 不 同 ， 其 最 小 势能 原理 中 包 | 
揪 场 函数 的 最 高 阶 导 数 是 2 阶 (而 不 是 1 阶 )， 因 此 要 求 位 移 函 数 在 单元 边界 上 满足 Cl 
的 连续 性 ， 本 章 的 核心 是 如 何 构造 满足 要 求 的 位 移 函 孝 。 

本 章 详细 地 介绍 了 用 于 薄板 弯曲 问题 有 限 单元 法 分 析 的 3 结 点 三 角形 薄板 单元 和 4 
结 点 矩形 薄板 单元 ， 并 对 8 结 点 Hencky 等 参 单元 进行 了 介绍 。 当 然 ， 薄 板 弯曲 问题 有 | 
限 单 元 法 分 析 中 所 使 用 的 单元 类 型 远 不 只 介绍 的 这 三 种 ， 如 6 结 点 三 角形 单元 、8 结 点 
佐 形 单元 以 及 等 参 单元 等 。 

本 章 介绍 的 3 结 点 三 角形 薄板 单元 和 4 结 点 和 给 形 薄板 单元 是 一 种 非 完 全 协调 的 单 
元 。 对 于 3 结 点 三 角形 薄板 单元 ， 实 际 计 算 表 明 ， 只 要 其 单元 形状 接近 等 边 三 角形 或 
等 腰 直 角 三 角形 ， 其 计算 结果 是 比较 好 的 。 而 4 结 点 矩形 薄板 单元 可 以 通过 小 片 试验 ， 
如 果 其 是 收敛 的 ， 其 精度 也 比较 好 。 


习 题 


4.1 用 虚 位 移 原理 推导 矩形 单元 的 单元 刚度 矩阵 。 

4.2 编写 3 结 点 三 角形 薄板 单元 和 4 结 点 矩形 薄板 单元 的 计算 程序 。 

4,3 试 利用 面积 坐标 和 直角 坐标 的 关系 推导 式 (4- 22)。 

4.4 试 分 析 4 结 点 矩形 莫 板 单元 位 移 函 数 的 协调 性 。 

4.5 如 图 4. 10 所 示 ， 和 挎 形 薄板 的 OA 边 为 固定 边 ，OC 为 简 支 边 ，4B 边 和 CB 边 是 
自由 边 。 薄 板 除 在 B 点 作用 有 横向 集中 力 下 之 外 ， 还 在 整个 板 面 上 受 有 均 布 荷载 9。， 将 
此 薄板 划分 为 一 个 单元 。 

(1) 试 写 出 其 整体 荷载 向 量 。 


.1H 
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(2) 写 出 各 结 点 的 位 移 边 界 条 件 。 


图 4.10 习题 4.5 图 


4.6 设 有 正方 形 薄 板 ， 四 边 简 支 ， 边 长 为 2L， 其 中 心 作用 有 集中 力 ， 将 此 薄板 划分 
成 四 个 相同 的 矩形 单元 。 
(1) 试 求 薄板 中 心 点 的 挠 度 和 内 力 。 
(2) 若 将 板 划分 为 两 个 相同 的 矩形 单元 ， 写 出 薄板 的 整体 刚度 方程 ， 并 求 结 点 位 移 。 
4.7 ” 设 四 边 固定 的 正方 形 的 弹性 薄板 (图 4. 11)， 
其 边 长 为 2/7， 厚度 为 h， 弹性 模 量 为 FE, 泊 松 比 为 A 
0.3， 整 个 板 面 受 到 均匀 的 法 向 分 布 荷载 mw 作用， 分 别 
用 3 结 点 三 角形 单元 和 4 结 点 矩形 单元 计算 板 中 点 的 
挠 度 和 内 力 ， 并 对 结果 进行 比较 。 若 四 边 简 支 ， 其 情 
况 又 怎样 ? 
4.8 如 图 4. 12 所 示 ， 用 三 角形 单元 对 两 边 固 支 、 
两 边 简 支 的 方形 薄板 进行 离散 ， 两 种 单元 划分 方式 ， 


哪 种 方式 比较 好 ? 为 什么 ? 图 各 昌 习题 和 7 图 
| i | 
(a) (&) 


图 4.12 习题 4.8 图 
4.9 ” 试 分 析 4 结 点 矩形 薄板 单元 位 移 函 数 中 四 次 项 为 什么 选 zy 和 zy 这 两 项 ， 而 没 
有 选择 其 他 项 ? 若 选 用 x' 和 y* 这 两 项 将 导致 什么 结果 ? 


4.10 4 结 点 矩形 薄板 单元 找 度 w 和 切 向 转角 90, 协调 ， 法 向 转角 4 不 协调 ， 因 此 称 为 
非 完全 协调 元 ， 怎 样 证 明 该 结论 的 正确 性 ? 


np 


第 C7 章 


动力 学 


教学 月 标 


本 章 主 要 讲述 动力 学 问题 的 有 限 单元 法 求解 。 通 过 本 章 的 学 习 
(1) 了 解 结构 动力 分 析 的 内 容 和 结构 振动 的 特性 ，。 


问题 的 有 限 单元 


， 应 达到 以 下 目标 。 


(2) 掌握 结构 振动 加 有 频率 和 动力 响应 的 有 限 元 分 析 方法 。 
(3) 掌握 运用 振 型 重 加 法 、 逐 步 积分 法 等 进行 结构 的 动力 分 析 方 法 。 


“教学 要 求 ， 


相关 知识 


(1) 达 朗 伯 原 理 建 立 动力 学 方程 

(2) 哈密 顿 原理 建立 动力 学 方程 

(3) 一 致 质量 和 矩 阵 与 协调 质量 矩阵 的 概念 
(4) 运 动 方程 的 简化 方法 


知识 要 点 能 力 要 求 
动力 学 问题 sR 
整 丰 作 程 推导 |。 (2) 掌握 单 元 的 运动 方程 推导 方法 
” (3) 动力 学 运动 方程 的 简化 方法 
动力 响应 问 (1) 掌握 特征 值 问题 的 求解 方法 和 
题 分 析 的 基本 | 步 也 
内 容 (2) 掌握 特征 值 与 振 型 的 基本 性 质 
GD) 了 解 动力 学 问题 常用 的 求解 
(2) 党 提拔 型 全 加 法 和 还 步 积 分 法 


(1) 特征 值 的 求解 
(2) 振 型 的 正 交 性 质 
(3) 摄 型 的 规则 化 


(1) 振 型 登 加 法 
(2) 逐步 积分 法 


te ee Er -an BY OT rr 本 < 本 wwnviamvoe : i i 


总 .， 基本 概念 


协调 质量 和 矩阵、 集中 质量 矩阵 、 堆 聚 质量 和 矩阵 ; 阻尼 矩阵 ; 拉 格 朗 日 方程 ; 粘 滞 阻 
尼 ; 无 阻尼 自由 振动 ; 静 力 缩聚 ; 主 副 自 由 度 切割 线 


处 ,9 


作用 在 结构 上 的 荷载 除了 静 荷 载 之 外 ， 还 有 动 荷载 ， 如 地 震 、 风 、 行 人 、 海 浪 等 ， 因 
此 熟悉 结构 在 动 荷载 作用 下 的 有 限 元 分 析 更 具有 实用 意义 。 结 构 的 动力 分 析 通 常 包括 计算 
结构 的 振 型 ， 结 构 在 动 荷载 作用 下 各 结 点 随时 间 变 化 的 位 黎 、 速 度 、 加 速度 、 应 力 等 。 


| 5.1 概 述 


前 面 几 童 所 讲 内 容 均 属于 静 力 分 析 ， 其 特点 是 施加 到 结构 上 的 外 荷载 不 会 使 结构 产生 
加 速度 ， 且 外 荷载 的 大 小 和 方向 不 随时 间 变 化 ， 因 而 结构 所 产生 的 位 移 和 应 力也 不 随时 间 
变化 ， 即 作用 于 弹性 结构 上 的 荷载 与 时 间 无 关 ， 而 由 此 求 得 的 结 点 位 移 和 单元 应 力也 与 时 
间 无 关 。 然 而 ， 实 际 工程 中 的 结构 一 般 总 是 受到 随时 间 变 化 的 荷载 作用 (动力 荷载 ， 如 高 
速 旋转 的 电机 、 离 心 压缩 机 、 高 层 建 筑 和 厂房 承受 强风 、 地 震 作 用 等 )。 当 这 种 动 荷载 与 
静 荷 载 相 比 不 占 重 要 地 位 时 ， 它 的 影响 往往 可 以 忽略 不 计 ， 只 需 作 静 力 分 析 即 可 。 当 这 种 
动 荷 载 与 静 荷 载 相 比 占 重要 地 位 时 ， 就 需要 进行 动力 分 析 。 例 如 ， 各 种 工程 结构 在 地 震 作 
用 下 、 船 舶 受 海 浪 冲 击 等 。 此 外 ， 有 时 动 荷载 是 往复 地 作用 于 结构 上 ， 虽 然 其 大 小 似乎 也 
可 忽略 不 计 ， 但 由 于 其 作用 的 频率 与 结构 的 某 一 固有 频率 接近 (会 引起 共振 )， 会 引起 结构 
物产 生 很 大 的 变形 和 内 力 ， 因 此 需要 进行 动力 分 析 。 

由 此 可 见 ， 结 构 的 动力 分 析 内 容 基本 上 可 分 为 以 下 两 种 。 

(1) 计算 结构 的 固有 频率 和 振 型 ， 从 而 了 解 结构 的 振动 特性 ， 以 便 更 好 地 利用 或 减少 
振动 。 

(2) 分 析 结 构 在 动 荷载 作用 下 的 动力 响应 特性 (各 个 结 点 随时 间 变 化 的 位 移 、 速 度 、 
加 速度 以 及 各 个 单元 随时 间 而 变 的 应 力 等 )， 计 算 结构 振动 时 动 应 力 和 动 位 移 的 大 小 及 其 
变化 规律 。 

本 章 将 导出 有 限 元 法 的 结构 动力 方程 ， 介 绍 有 关 质 量 矩 阵 和 阻尼 和 气 阵 的 计算 方法 ， 然 

后 把 计算 结构 固有 频率 和 振 型 的 问题 归结 为 一 个 求 特征 值 的 问题 ， 并 就 特征 值 问题 的 求法 
及 结构 动力 响应 问题 的 求法 做 了 专门 的 探讨 。 
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| 5. 2 动力 学 问题 的 基本 方程 


用 有 限 单元 法 进行 动力 分 析 的 基本 过 程 为 : 四 将 结构 离散 化 ， 即 把 结构 划分 成 离散 的 
单元 ; 书 考 虑 单元 的 性 质 ， 建 立 单元 的 质量 和 矩阵、 刚度 和 矩阵、 阻尼 矩阵、 荷载 和 矩阵， 推导 
出 单元 体 的 运动 方程 ，@@ 进 行 单元 特性 分 析 和 结构 的 整体 分 析 ， 组 合 与 全 加 各 单元 的 质量 
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矩阵、 刚度 和 矩阵、 阻尼 矩阵， 得 到 整个 离散 系统 的 运动 方程 ，@ 求 解 特 征 方程 ， 得 出 频率 
与 振 型 ， 或 求解 动力 响应 和 动 应 力 等 问题 。 
描述 结构 动力 学 特征 的 基本 力学 变量 和 方程 与 前 面 的 静 力 问题 求解 类 似 , 但 增加 了 惯 
性 力 和 阻尼 力 两 项 ， 且 所 有 的 变量 都 将 随时 间 而 变化 。 
结构 的 振动 方程 可 用 多 种 方法 建立 ， 如 达 朗 伯 原 理 (动静 法 )、 拉 格 朗 日 函数 法 、 蛤 密 
顿 原理 等 ， 本 节 分 别 介绍 用 达 朗 伯 原 理 和 哈密 顿 原理 建立 动力 有 限 元 方程 。 
1l. 达 朗 伯 原 理 
在 静 力 问题 中 用 有 限 元 法 建立 的 平衡 方程 是 : 
K6=F (5- 1a) 
在 动力 问题 中 ， 应 用 达 朗 伯 原 理 建立 结构 各 结 点 的 运动 方程 仍 具 有 与 式 (5 - la) 相 同 
的 形式 ， 只 不 过 结 点 位 移 和 结 点 荷载 都 是 时 间 的 函数 ， 式 (5 - 1a) 变 为 ; 
Ké$(1)=F(1) (5-1b) 
式 中 ，6(0) 为 结 点 的 动 位 移 ， 它 是 时 间 的 函数 ;天 6(5 是 上 时 刻 的 结 点 位 移 产 生 的 弹性 恢复 
力 ， 它 与 该 时 刻 的 结 点 外 力 F(z) 构 成 动态 平衡 。 
在 动力 情况 下 ， 结 构 承 受 的 荷载 (集中 荷载 、 分 布 荷载 ) 可 随时 间 而 变化 ， 是 时 间 的 
函数 ， 按 有 限 元 方法 将 此 种 荷载 等 效 到 结 点 上 ， 得 到 的 结 点 荷载 向 量 F(t) 也 是 时 间 的 
函数 。 


此 外 ， 结 构 在 运动 情况 下 ， 各 点 除 位 移 8 外 ， 还 有 速度 6 及 加 速度 § ， 根 据 达 朗 伯 原 
理 , 结构 上 应 当 附加 惯性 力 。 设 材料 的 密度 为 p， 则 结构 单位 体积 的 惯性 力 为 一 p68 ， 这 对 
结构 来 说 相当 于 又 受到 了 另外 一 种 体积 力 ， 大 小 与 结构 的 加 速度 成 正比 ， 方 向 与 加 速度 @ 
方向 相反 。 另 外 ， 在 结构 运动 过 程 中 ， 还 会 受到 周围 介质 和 来 自 结构 内 部 的 阻力 ， 精 确 地 


描述 这 种 阻力 的 变化 规律 是 很 困难 的 ， 一 般 采 用 阻力 与 速度 8 成 比例 的 近似 线性 假定 ， 如 
阻力 系数 为 c， 则 单位 体积 的 阻力 为 一 c8 ， 这 对 结构 来 说 相当 于 另 一 种 体积 力 ， 大 小 与 结 


构 的 速度 6 成 正比 ， 方 向 与 速度 方向 相反 。 
按 有 限 元 方法 ， 用 单元 结 点 位 移 进行 插值 表示 单元 内 部 位 移 d®， 


de=N6®9 (5 -2) 
将 式 (5 - 2) 分 别 对 时 间 求 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 得 到 速度 和 加 速度 : 

de 一 N5e (5-3) 

de=Né® (5-4) 


将 单元 惯性 力 一 pd 9 与 阻力 一 cd 9 作为 体积 力 ， 并 按照 结 点 等 效 原 则 等 效 到 单元 各 
结 点 上 ， 得 到 相应 的 单元 等 效 结 点 荷载 向 量 : 


Fe® =- 一下 wdear 
上 (5-5) 
Fe = 一 川 NTrcdedVv 
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将 式 (5- 3) 和 式 (5 -4) 代 人 式 (5- 5) 得 ; 


Fe =—||N'ev dodv = 下 wavdrie -一 中 训 (5-6) 
V Vv 
Fe =— Nievéeav =— Nievdvée =—ce je (3) 
V VvV 
式 中 ， 
me 一 站 wravav (5-8) 


为 单元 质量 矩阵 ， 由 于 式 (5- 8) 中 的 形 函 数 和 矩阵 与 推导 刚度 矩阵 时 的 形 函 数 和 抢 阵 一 致 ， 故 
其 质量 矩阵 也 称 一 致 质量 矩阵 。 


Ce = Nrevav (5 -9) 


称 为 单元 阻尼 和 矩阵。 由 式 (5- 8) 和 式 (5 - 9) 可 知 ， 单 元 质量 矩阵 和 单元 阻尼 矩阵 是 对 称 的 。 
将 等 效 结 点 荷载 、 惯 性 力 与 阻尼 力 释 加 得 到 方程 ; 


1ebe 二 Ce5ge 十 Kepe 一 F@ (5- 10) 
对 于 整个 结构 ， 可 以 得 到 其 动力 方程 : 
M6 +Cé +K6=F (5-11) 


式 中 ，M 为 结构 质量 矩阵 或 总 质量 矩阵 ; C 为 结构 阻尼 和 矩阵 ; K 为 总 体 刚 度 矩 阵 ，6 为 结 
点 位 移 。 

可 见 结 构 质 量 矩 了 泗 和 结构 阻尼 和 矩阵 分 别 为 单元 质量 矩阵 和 单元 阻尼 矩阵 的 登 加 ， 其 到 
加 方法 与 结构 刚度 矩阵 的 形成 完全 一 样 ， 借 助 于 单元 定位 向 量 ， 用 单元 刚度 集成 法 完成 符 
加 过 程 。 由 于 me 和 Ce 是 对 称 的 ， 因 而 过 加 合成 的 M 和 C 也 是 对 称 的 。 

式 (5- 11) 是 结 点 位 移 的 二 阶 微分 方程 ， 称 为 结构 的 动力 方程 。 对 于 不 同 的 结构 ， 可 
以 选用 不 同 的 单元 、 不 同 的 形 函 数 和 矩阵， 但 动力 方程 式 (5- 11) 的 建立 过 程 都 是 一 样 的 。 

如 果 结 构 没 有 受 外 荷载 作用 ， 并 忽略 阻尼 力 ， 则 动力 方程 式 (5- 11) 可 简化 为 ， 

M$ +K8=0 (5— 12) 


即 结构 的 无 阻尼 自由 振动 方程 。 
弹性 结构 的 振动 实际 上 是 连续 体 的 振动 ， 位 移 5 是 连续 的 ， 具 有 无 限 多 个 自由 度 。 经 
有 限 元 离散 化 处 理 后 ， 单 元 内 的 位 移 按 假定 的 位 移 形式 来 变化 ， 可 用 结 点 位 移 插值 表示 。 
这 样 ， 连 续 系统 的 运动 就 离散 化 为 有 限 个 自由 度 系统 的 运动 。 
2, 哈密 顿 原理 
将 单元 离散 化 ， 取 其 中 任 一 单元 体 ， 设 单元 体 的 动能 为 T， 应 变 能 为 U， 阻 尼 消 耗 的 
能 量 为 丈 .， 外 力 的 势能 为 W.， 建 立 该 问题 的 拉 格 朗 日 方程 为 : 
L=T—U+W. 二 TW. (5— 13) 
设 单元 体内 的 任意 一 点 的 位 移 矢量 为 g@ ， 单 元 体 上 各 结 点 的 位 移 矢 量 为 8 ，d® 和 69 均 
为 时 间 ;的 函数 ， 将 单元 体 中 任意 一 点 的 位 移 矢 量 d® 用 单元 上 各 结 点 的 位 移 和 拓 量 69 表示 : 
de=N6é® (‘5-14) 
式 中 ，N 为 形 函 数 和 矩阵 . 它 是 坐标 zx、y 和 > 的 函数 。 
设 单元 体内 任意 一 点 的 位 移 为 x(t)、wv(t) 和 w(tz)， 它 们 都 是 关于 时 间 的 函数 ， 则 单 
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元 体 中 的 位 移 矢 量 d@ 又 可 以 表示 为 : 


d®©=[u(t) v(t) Ci] (5— 15) 
将 位 移 矢 量 d@ 对 时 间 求 一 阶 导数 得 ， 
de 一 [Lv (Ci GD 四 (一 NEe (5 -16) 
则 单元 的 动能 为 ， 
1 二 
T= 二 | ,oaderdedy (5-17) 


将 式 (5- 14) 代 入 式 (5-17) 中 ， 得 ; 
— :OT :© 
T= ;| 05 NITN6edV (5—18) 


式 中 ，p 为 单元 的 密度 。 
根据 弹性 力学 理论 ， 应 变 与 结 点 位 移 的 关系 为 : 


e=B6® (5— 19) 
式 中 ，B 为 应 变 位 移 抢 阵 ， 也 称 为 几何 矩阵 ， 它 与 时 间 i 无关。 
单元 体 上 的 应 力 为 : 
o=De=DBé® (5 — 20) 


DD 为 应 力 应 变 关系 矩阵 ， 也 称 为 弹性 矩阵 ， 则 单元 体 的 应 变 能 为 : 


证 和 | Bo C5- 21) 
， 
将 式 (5- 19) 、 式 (5 - 20) 代 人 式 (5- 21) 得 ， 
访 宇 亏 | 5erBrDB 5e@dV (5 - 22) 
考虑 有 阻尼 振动 ， 其 阻尼 大 小 与 速度 成 正比 ( 烙 滞 阻尼 )， 阻 尼 系 数 为 c， 即 
F.=—cd® 
则 单元 体 上 阻尼 力 耗 散 的 能 量 为 ， 
崩 污 三 | c5erNTNgedy (5 23) 
V 
单元 体 上 外 力 势 能 为 : 
Wa = | ,derpvdy = |, 5erNrpvdV (5 -24) 
Wa = | aer ped ji 6erNrpedS (5- 25) 


其 中 ，Wa、Woa 分 别 为 体力 和 面 力 的 势能 pv = [ff，f]' 为 体力 ，ps = 


[f.。f，f.] 为 面 力 。 将 式 (5- 18)、 式 (5- 22)、 式 (5- 23)、 式 (5- 24) 和 式 (5 - 25) 代 
人 式 (5- 13) 拉 格 朗 日 方程 得 : 


CB 
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L= [6°"| pNTNaV é° — ao | ,BTDBdV 8® —8°7| ceNTNaVé® 上 
ier|| N’ mvdV 十 | N psdS | (5- 26) 


由 哈密 顿 原理 ， 在 区 间 (t1 ，ts) 上 对 工 积分 ， 并 使 其 变 分 等 于 零 ， 考 虑 到 D 的 对 称 
性 ， 有 


aL=| [a ier| pN'dVé® 一 Aier| BTDBdV 6® 一 Aier| ceN'NdV de ja+ 
| A 6°7| | NipvdV + | N’ psdS |di — 0 (5 _ 27) 
对 式 (5 - 27) 右 侧 的 第 一 项 分 部 积分 ， 有 


I [Aiez| PNTNaV é® |d 一 


[A 5er| .PNTNdy5e | 一 [a 5er| PNTNaV B® |d: (5 - 28) 
其 中 ，A 6®9 (4) 二 0，A 68 (zz) 二 0， 则 式 (5 - 28) 右 侧 只 有 第 二 项 不 为 零 ， 有 
和 A 六壬 | Aier| 一 | oNrNdvie 一 | cNrNdvge 一 | ,BTDBdV 6® ]d 十 
| Aber [| Nipvav + | Nr'psdS |dt =0 (5 - 29) 


令 Kk®e 、m@ 、C8 、F9 分 别 为 单元 的 刚度 矩阵 、 质 量 和 矩阵 、 阻 尼 和 矩阵 和 荷载 矩阵 ， 则 有 


ke = | arpBgdv (5 30) 
We | ovrNav (5-31) 
Ce = | ceNzrway (5-32) 
Fe@ | NTpvday 十 | NTpsdS (5- 33) 
V 5 
则 式 (5 - 29) 可 简化 为 ; 
AL = 站 A(be)r(ke 69 +m® $e +C® eo — Fo)dt=0 (5 34) 


考虑 到 单元 位 移 的 变 分 A(6")7 的 任意 性 ， 由 式 (5 - 34) 可 得 单元 的 运动 方程 为 ， 
mebe+CceieTkese 一 Fe (5 -35) 


由 式 (5- 35) 知 ， 利 用 哈密 顿 原理 建立 的 运动 方程 式 (5 - 35) 与 利用 达 朗 伯 原 理 建 立 的 方程 
式 (5- 10) 完 全 一 样 。 


1 


| 5. 3 质量 矩阵 与 阻尼 矩阵 


5.3.1 局 部 坐标 系 下 的 单元 质量 矩阵 


结构 振动 分 析 将 涉及 结构 的 刚度 和 抢 阵 、 质 量 和 矩阵 和 阻尼 矩阵 ， 由 式 (5 - 30) 可 知 ， 动 
力学 问题 中 的 刚度 矩阵 与 静 力 问题 中 的 刚度 矩阵 完全 相同 ， 而 质量 乍 阵 则 通过 式 (5 - 31) 
来 进行 计算 。 对 于 一 种 单元 ， 只 要 得 到 它 的 形 函 数 和 矩阵 ， 就 叮 以 很 快 地 计算 出 质量 矩阵 ， 
由 阻尼 矩阵 的 计算 公式 可 知 ， 它 的 计算 方法 与 质量 矩阵 的 计算 方法 相同 ， 只 是 有 关 的 系数 
不 同 而 已 。 下 面 给 出 常见 单元 的 质量 矩阵 。 

一 般 来 说 ， 质 量 矩 阵 分 为 两 种 ， 即 协调 质量 矩阵 (或 一 致 质量 矩阵 ) 和 集中 质量 矩阵 。 
当 形 函数 矩阵 N 采用 了 与 推导 刚度 矩阵 相 一 致 的 形 函 数 时 ， 所 得 的 质量 矩阵 称 为 协调 质量 
和 矩阵。 

1. 杆 单元 质量 和 矩阵 

如 图 5. 1 所 示 2 结 点 平面 杆 件 单元 ， 其 材料 线 密度 为 砚 ， 单 元 长 度 为 :， 单 元 的 质量 为 
m= 二 ml 。 

1) 协调 质量 矩阵 


3 6 
在 局 部 坐标 系 下 ， 结 点 位 移 列 阵 和 形 函 数 逢 
2 5 阵 分 别 为 
图 5.1 平面 杆 单元 69= [a Vl 0 : Zs VU? 9g] 
(5 — 36) 
Ni 0 0 N, 0 0 
N-[ ] G-37) 
0 NAnN 0 Ni Ne 
3zx: 273 2 3 六 2 
其 中 ， Ni 1 7， Ns 一 子 ， N=1— N=z (1—2 | NS 
2 3 
等 ， Ns 一 一 所 十 各 为 单元 形 函 数 。 
将 式 (5- 37) 代 人 式 (5 - 31) 计 算出 其 质量 矩阵 为 ， 
过 
me 一 | oNTNdr (5- 38) 
积分 得 : 
40 0 0 70 0 0 
0 156 22/ 0 54 ”一 13/ 
0 221 4 0 137 ”一 322 
© Se 
% 420| 70 0 0 140 0 0 D3 


0 54 13/ 0 156 ”一 227 
0 一 13/ 一 3 0 一 22/ 422 


(RV 


第 5 齐 。 动力 学 问题 的 有 限 单元 法 


Reason ea ethene eerieemsanopeetsaisrmemisnt 


车 不 考虑 单元 的 轴 向 变形 ， 则 其 协调 质量 矩阵 为 : 


| 156 227 54 一 137 
六 22/ 4F 136 一 3 有 
m® 一 120 (5- 40) 
54 137 156 ”一 227 
[一 137 3 22l 422 


若 仅 考 虑 单元 的 轴 向 变形 ， 则 其 协调 质量 矩阵 为 ， 


mo- 至 |， (5— 41) 

2) 集 中 质量 矩阵 

将 分 布 质量 按 某 种 原则 换算 成 结 点 集中 质量 ， 按 单元 动力 自由 度 顺 序 放 人 相应 位 置 ， 
即 可 形成 单元 集中 质量 失 阵 。 当 质量 均匀 分 布 时 ， 最 简单 且 常 用 的 方法 是 按照 结 点 所 分 担 
的 线段 、 面 积 和 体积 确定 该 结 点 的 集中 质量 大 小 。 因 为 假设 质量 集中 成 质点 ， 故 没有 转动 
惯量 ， 与 转动 自由 度 相 应 的 惯量 为 零 。 

对 于 杆 单元 ， 将 单元 质量 均匀 分 担 到 两 个 结 点 上 ， 则 其 单元 质量 矩阵 为 : 


me 一 到 | 和 (5- 42) 


0 


1 0 
me 一 也 (5 -43) 
0 i: 0 
若 仅 考虑 单元 的 轴 向 变形 ， 则 其 质量 矩阵 为 ， 
0 
m® -有 | | (5— 44) 
0 1 


2, 平面 3 结 点 三 角形 单元 

如 图 5. 2 所 示 ， 设 材料 密度 为 p， 单 元 面积 为 A， 厚 度 为 :， 则 单元 质量 m 二 pAt，。 
1) 协调 质量 矩阵 | 

由 式 (5- 31) 可 得 其 协调 质量 和 矩阵， 


NA Hi 


0.5 0 :0.25 0 :0.25 0 
0 0.5: 0 0.25: 0 0.25 


Ee i SL NO TPE ORR. fe 


RS TO Sp EP Sa Re So re 


0.25 0 :0.25 0 :0.5 0 
0 0.25: 0 0.25: 0 0.5 
(5— 45) 


5.2 平面 3 结 点 三 角形 单元 


2) 集中 质量 矩阵 
每 个 结 点 分 担 单元 面积 的 1/3， 所 以 每 个 结 点 分 担 单元 质量 的 1/3， 所 以 单元 的 质量 
和 矩阵 为 : 


Pe 商 入 让 三 兴 拘 惠 交 AR 和 


(5 — 46) 


SC 


3, 平面 4 结 点 矩形 单元 
如 图 5. 3 所 示 ， 设 材料 密度 为 p， 单 元 面积 为 A， 厚 度 为 :， 则 单元 质量 m= 二 pAi。 
1) 协调 质量 矩阵 

平面 4 结 点 矩形 单元 的 协调 质量 矩阵 为 : 


4 0:2 0;1 0:2 0 
0 4:0 2:0 1:0 2 
% 0 4 0 2 .00 0 
ml0 2:0 4:0 2i0 1 
卫 和 1 0204 0.20 Re 
0 1;0 2:0 4:0 2 
2 0:1 0:2 0:40 
0 2:0 1i:0 2:0 4 图 5.3 平面 4 结 点 矩形 单元 


2) 集中 质量 矩阵 
每 个 结 点 分 担 单元 面积 的 1/4， 故 其 单元 质量 矩阵 为 ， 


1 
1 :0 
es 0 
me =| es (5— 48) 
4 | le 
A 
1 1 
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4 天 形 薄板 单元 
如 图 5.4 所 示 ， 设 材料 密度 为 po， 单元 面积 
为 A， 厚 度 为 :， 则 单元 质量 m= 二 pAt。 


1) 协调 质量 矩阵 
和 矩形 薄板 单元 的 协调 质量 矩阵 为 : 


©—_ 人 7 
m500~ 


3454 
922b 320b : 

—922a 一 25206 320a? : 

1226 398b 一 5480 344 2 
398b 160b —l68ab: 922b 3200 :对 称 

5484 1l68ab —240a?: a22a 252ab 320a? : 
0 
一 2325 —120b 112ab : 一 5485 —240b: 一 168c6 —922b 3206 

2324 1l2ab —i20a?: 3984 168ab 160a? : 922a —252ab 

1226 548b —398a 394 232b 232a : 1226 一 398 5480 : 3454 
—548b —240%: 168ab : -232b —l20b —ll2ab: 398b 160b —168ab: —922b 3208 


一 398a —l68ab 160a? ;一 232a ll2ab 120a? : —5484 168ab ~—240a?: —9224 252ab 320a | 


(5 -49) 
式 中 ，2a 和 22 为 矩形 单元 的 边 长 。 
2) 集中 质量 矩阵 
每 个 结 点 分 担 单元 面积 的 1/4， 故 其 单元 质量 矩阵 为 : 
1 : 
0 | 
0 0 
a a 
7 
me 一 个 i ee ee (5 — 50) 
i 0 
0 0 
ee el LE 


0 


5.3.2 总 体质 量 和 矩阵 


上 述 计算 得 到 的 单元 质量 矩阵 me 是 相对 于 单元 局 部 坐标 系 的 ， 如 果 局 部 坐标 系 与 整 
体 坐 标 系 仅仅 是 平移 关系 ， 那 么 在 形成 整体 质量 矩阵 M 时 ， 只 要 把 me 中 的 各 个 子 块 直接 


A 有 限 单元 法 (第 2 版 ) 


“对 号 人 座 ” 到 M 中 去 便 可 。 反 之 ， 如 果 局 部 坐标 系 与 整体 坐标 系 不 是 平移 关系 ， 而 是 旋 
转 了 某 一 和 角度， 那么 在 形成 整体 质量 矩阵 M 时 ， 就 应 该 和 形成 整体 刚度 矩阵 KK 一 样 ， 先 
进行 坐标 变换 

一 IT meT (5-51) 
式 中 , T 是 坐标 变换 矩阵 ; 砚 9 是 局 部 坐标 系 下 的 单元 质量 矩阵 ; m9 是 整体 坐标 系数 下 的 
单元 质量 矩阵 。 然 后 再 把 变换 后 的 单元 质量 矩阵 me@ “对 号 人 座 ” 到 M 中 去 ， 最 终 所 形成 
的 矩阵 称 为 总 体质 量 矩 阵 。 

计算 经 验 表 明 ， 在 单元 数目 相同 的 条 件 下 ,采用 一 致 质量 矩阵 计算 出 的 振动 频率 和 和 集 
中 质量 和 矩阵 计算 出 的 振动 频率 ， 两 者 相差 无 几 ， 而 对 于 振 型 来 说 ， 采 用 一 致 质量 矩阵 则 要 
比 集中 质量 矩阵 来 得 精确 些 。 不 过 ， 由 于 集中 质量 矩阵 是 一 个 对 角 线 和 矩阵， 所 需 的 存储 量 
较 小 ， 并且 在 计算 上 能 带 来 非常 多 的 好 处 。 因 此 ， 在 实际 计算 中 ， 大 多 采用 和 集中 质量 
矩阵 。 

一 般 来 讲 ， 结 构 的 整体 质量 和 矩阵 M 是 由 各 个 单元 质量 矩阵 集合 而 成 。 但 是 ， 有 时 候 
在 某 些 结构 的 结 点 上 还 可 能 附 有 真实 的 集中 质量 ， 这 些 集中 质量 对 结构 的 动态 特性 有 着 不 
可 忽略 的 影响 。 例 如 ， 在 对 汽车 底座 进行 动力 分 析 时 ， 发 动机 质量 附加 在 某 些 结 点 上 ， 成 
为 集中 质量 ， 对 于 这 种 结构 ， 整 体质 量 和 矩阵 除了 由 各 个 单元 质量 矩阵 集合 而 成 外 ， 还 必须 
加 上 附加 在 各 个 结 点 上 的 集中 质量 ， 即 

M=M.+M. (5 — 52) 
式 中 ，M. 由 各 个 单元 质量 矩阵 集合 而 成 ，M. 蚌 附加 的 集中 质量 矩阵 ， 是 一 对 角 线 方 阵 ， 
其 阶 数 与 M. 相 同 ， 对 于 没有 任何 集中 质量 的 那些 结 点 ， 则 在 M. 中 相应 的 位 置 上 应 置 零 。 


5.3.3 阻尼 矩阵 


产生 阻尼 的 原因 有 很 多 ， 因 而 阻尼 力 的 计算 也 很 复杂 。 式 (5 - 32) 中 的 阻尼 矩阵 仅 考 
虑 了 最 简单 的 粘 滞 阻尼 情况 ， 即 假定 阻尼 力 与 速度 成 正比 ， 在 这 种 情况 下 ， 单 元 的 阻尼 算 
阵 与 质量 矩阵 仅 相 差 一 个 常数 ， 即 m® 和 CS® 互 成 正比 关系 ， 所 以 在 计算 上 很 方便 。 但 是 这 
种 假定 与 实际 情况 并 不 能 很 好 地 符合 ， 于 是 有 文献 建议 用 整体 质量 和 矩阵 M 和 整体 刚度 天 
阵 K 的 线性 组 合 来 表示 整体 阻尼 和 矩阵 C， 即 
C=oM +BK (5— 53) 
式 中 : a 和 8B 都 是 常数 ， 当 8 二 0 时 ， 就 是 上 述 的 最 简单 的 粘 滞 阻尼 情况 。 
用 式 (5 - 53) 表 示 的 阻尼 矩阵， 在 计算 时 可 以 不 必 专 门 存储 阻尼 矩阵 C， 也 不 必 计 算 各 个 
单元 阻尼 甜 阵 ， 因 而 节省 了 计算 机 的 存储 量 和 计算 时 间 。 系 数 a 和 B 的 确定 可 参阅 有 关 文 献 。 


| 5. 4 运动 方程 的 简化 


在 结构 动力 分 析 中 ， 荷 载 与 时 间 有 关 ， 所 以 动力 分 析 比 静 力 分 析 要 复杂 得 多 ， 计 算 量 
也 大 得 多 ， 为 了 减少 工作 量 ， 通 常 需要 采用 合理 的 计算 方法 和 计算 程序 ， 也 可 从 力学 角度 
简化 运动 方程 。 
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1. 静 力 缩聚 


如 果 在 质量 矩阵 中 忽略 一 部 分 自由 度 方向 的 质量 ， 可 把 没有 质量 的 结 点 位 移 集 中 在 一 
起 ， 记 为 &， 有 质量 的 男 一 部 分 结 点 位 移 记 为 5 ， 和 忽略 阻尼 时 ， 运 动 方程 的 分 块 形式 为 


M, 01|6, K y F, 
el i (5-50 
0 0g, K. KJ-Lé, F, 
或 展开 为 : 
M.,6 ,+K,6, 二 +K6, = F, (5 “~ 55) 
和 
Kd, + Kd,—F, (5— 56) 


式 (5 - 56) 实 际 上 是 一 个 代数 方程 ， 由 于 其 忽略 了 惯性 力 ， 且 无 阻尼 ， 因 而 其 荷载 与 弹性 
力 相 平衡 ， 其 解 为 : 
6,—Ks’! (F,— Ke6,) (5-57) 
将 式 (5 - 57) 代 和 人 式 (5- 55) 得 ， 
MB ,+K:6,=F: (5 — 58) 
其 中 ， 
K, 一 天， — KsKy, 'K, 
F* =—F,—KysKy iF, 
式 中 ，Ki 为 缩聚 后 的 刚度 矩阵; F; 为 相应 的 有 效 荷 载 。 由 式 (5 - 58) 求 出 6,， 回 代入 式 
(5 一 57) 可 求 得 6,， 这 种 降 阶 求解 运动 方程 的 方法 称 为 静 力 缩 公 法 。 在 刚 架 、 板 过 类 结构 
的 有 限 元 动力 分 析 中 ， 通 常 可 忽略 对 应 于 结 点 转角 的 质量 ， 将 结 点 转角 自由 度 按 此 法 消 
去 ， 只 求解 对 应 于 结 点 线 位 移 ( 甚 至 仅 是 挠 度 或 侧 移 ) 的 降 阶 运动 方程 。 
计算 表明 ， 在 静 力 缩聚 后 自由 度 减 少 的 系统 中 ， 其 低 阶 部 分 的 固有 频率 和 振 型 与 原来 
未 经 缩聚 系统 的 低 阶 部 分 的 固有 频率 和 振 型 是 很 相近 的 ， 高 阶 部 分 的 解 误差 较 大 。 
2. 主 副 自由 度 法 
如 果 进 一 步 人 为 地 ( 赁 经 验 ) 选 若干 个 主要 结 点 位 移 作 为 5,， 称 作 “ 主 自由 度 ” 另 一 
部 分 结 点 位 移 作 为 6,， 称 作 “ 副 自由 度 ”， 同 时 不 考虑 副 自由 度 方向 的 质量 、 阻 力 和 荷载 ， 
则 式 (5 - 56) 变 为 ， 


(5-59) 


kK.6, Ks6,=0 (5 — 60) 
这 相当 一 个 弹性 约束 方程 ， 可 解 出 : 

6,——Kys' Kr,é, (5 -61) 
则 主 、 副 自由 度 可 统一 表示 为 : 


6, I 
6 一 [= We 上 =T6, (5- 62) 
其 中 ，T 可 以 认为 是 一 个 变换 矩阵 。 通 过 式 (5 - 61) 就 可 将 高 阶 自由 度 6 的 动力 问题 变换 为 
低 阶 自由 度 6 的 动力 问题 。 
将 式 (5 - 62) 代 入 运动 方程 (5 - 35) 中 ， 并 左 乘 T， 得 : 
TIMTé .+ TICT6 .+ TIKTS,=TTF (5 - 63) 


YY 185 


人 SR RS 


简写 成 : 
MB 十 C" 8 十 下" 6,=F"* (5-64) 
其 中 ， 
M' =TTMT 
C- 一 1TCT 
K' 一 TTKT 
F*=TIF 


用 这 种 方法 求解 低 阶 频率 和 振 型 是 可 行 的 。 但 随 着 频率 阶 数 升 高 ， 误 差 将 增 大 ， 所 以 
不 宜 用 该 法 分 析 高 阶 的 频率 和 振 型 。 


| 5. 5 结构 动力 响应 


结构 的 动力 响应 是 求 结构 的 振动 频率 和 振 型 ， 求 结构 的 自 振 频 率 和 振 型 也 称 对 结构 进 
行 模 态 分 析 ， 是 结构 动力 计算 的 主要 内 容 之 一 。 计 算 经 验 表 明 ， 结 构 的 阻尼 对 结构 的 频率 
和 振 型 的 影响 很 小 ， 所 以 求 频率 振 型 时 可 以 不 考虑 阻尼 的 影响 ， 此 时 求解 系统 的 无 阻尼 自 
由 振动 方程 式 为 : 


M6 +Ké=0 (5- 65) 
“5.5.1 特征 值 问 题 


计算 结构 的 自 振 频 率 ( 固 有 频率 ) 及 振 型 是 动力 分 析 中 的 基本 内 容 。 实 际 经 验证 明 ， 阻 
尼 结 构 的 自 振 频 率 和 振 型 对 计算 的 影响 很 小 ， 所 以 在 计算 频率 和 振 型 时 可 以 略 去 不 计 。 令 
激 振 力 为 零 ， 其 动力 方程 为 式 (5 - 12) 无 阻尼 自由 振动 方程 。 作 自由 振动 的 系统 ， 各 质点 
作 简 谐振 动 ， 其 位 移 通 解 可 表示 为 ， 

6=$cos(wt+ gy) (5- 66) 
式 中 , 中 是 各 结 点 的 振幅 向 量 ( 即 振 型 ); w 是 与 该 振 型 相对 应 的 频率 ; p 是 相位 角 。 将 式 
(5-66) 代 人 式 (5 - 65) 中 ， 并 消去 cos(wt 十 pg) 因子 ,得 : 

(K—wM)$=0 (5- 67) 
因而 求解 式 (5 - 65) 就 转化 为 寻找 满足 式 (5 - 67) 的 吧 值 和 非 零 向 量 几 这 种 问题 称 为 广义 
特征 值 问 题 。 记 ) 一 过， 和 中 分 别称 为 广义 特性 值 和 广义 特征 向 量 。 

方程 式 (5 - 67) 是 齐 次 的 线性 代数 方程 组 ， 由 于 结构 在 自由 振动 时 ， 各 结 点 的 振幅 多 

不 可 能 全 为 零 ， 所 以 式 (5 - 67) 必 存在 非 零 解 ， 而 要 有 非 零 解 则 系数 行列 式 必须 等 于 
零 ， 即 

| 下 一 ozM| 一 0 (5- 68) 

如 果 结 构 经 离散 化 后 有 ?个 自由 度 ， 则 结构 的 刚度 矩阵 和 和 质量 矩阵 M 都 是 n 阶 方 

程 ， 将 行列 式 (5- 68) 展 开 ， 就 得 到 一 个 关于 史 的 ?次 一 元 代数 方程 ， 称 为 频率 方程 。 由 

此 可 以 解 出 结构 的 个 固有 频率 wi、ws、…、w,。 一 般 在 多 阶 固有 频率 中 ，w 表 示 最 低频 
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率 ( 基 频 )， 并 按 由 小 到 大 依次 排列 如 下 : 
Wl wn 
对 于 每 个 固 频率 w， 由 式 (5 - 67) 可 确定 一 组 各 结 点 的 振幅 值 四 ， 它 们 相互 间 应 保持 固定 
的 比值 ， 但 绝对 值 可 任意 变化 ， 构 成 一 个 向 量 ， 称 为 特征 向 量 ， 在 工程 上 通常 称 为 结构 的 
. 振 型 。 通 常 按 式 (5 - 69) 选 取 特 征 向 量 内 的 数值 ， 即 
Mp:=1 (5— 69) 
这 样 的 特征 向 量 称 为 结构 的 正 交 化 振 型 。 

一 般 来 说 ， 一 个 结构 离散 化 后 的 自由 度数 n 是 非常 大 的 ， 其 自 振 频 率 也 有 7n 个， 但 在 
实际 工程 中 ， 一 般 只 需求 出 少数 几 个 最 低频 率 就 够 了 。 

求解 方程 组 (5 - 67) 的 问题 称 为 求解 广义 特征 值 问 题 。 目 前 已 有 各 种 有 效 的 计算 方法 
以 及 相应 的 标准 程序 可 供 选 用 ， 所 以 本 书 不 再 介绍 。 

在 求 出 结构 无 阻尼 自由 振动 的 频率 和 振 型 之 后 ， 可 用 振 型 释 加 法 求解 结构 的 振动 方程 
(5-35)， 也 可 用 逐步 积分 法 直接 对 式 (5 - 35) 求 解 ， 以 求 出 结构 各 结 点 在 强迫 振动 时 的 瞬 
态 位 移 ( 随 时 间 而 变 的 位 移 ) ， 并 进而 求 得 各 单元 在 振动 时 的 瞬 态 应 力 。 振 型 释 加 法 和 逐步 
积分 法 都 已 被 编 进 通用 的 有 限 元 程序 中 ， 计 算 时 可 根据 需要 选用 。 


5. 5. 2 ”特征 值 与 振 型 的 性 质 


1. 特征 值 X 的 性 质 

特征 值 4 的 性 质 在 动力 分 析 中 非常 重要 ， 特 征 值 有 如 下 几 个 性 质 。 

(1) 当 K 和 MM 是 实 系数 对 称 矩 阵 时 ， 其 特征 值 一 定 是 实数 。 如 果 丽 为 正定 矩阵， 则 
特征 值 一 定 是 正 实数 ;如 果 于 为 半 正 定 和 矩阵 时 ， 则 特征 值 一 定 是 非 负 实数 ， 并 且 特 征 
向 量 几 也 是 实 向 量 。 

(2) 当 K 和 MM 是 对 称 和 矩阵 时 ， 广 义 特征 方程 的 不 同 特征 根 A; 和 Xj; 所 对 应 的 特征 向 量具 
有 正 交 性 。 

2. 正则 振 型 矩阵 


由 于 振 型 的 各 元 素 是 相对 值 ， 设 由 是 方程 (5 - 67) 的 解 ， 则 @; 二 a$: 也 是 该 方程 的 解 ， 
显然 有 如 下 关系 式 成 立 : 
Kag; ~—wiMag. 
或 
K®. ~—wiMg, (5 ~ 70) 
式 中 ，a 为 一 非 零 常数 。 
由 于 振 型 的 幅 值 是 任意 的 ， 仅 有 形状 是 唯一 的 ， 为 了 便于 分 析 和 比较 ， 通 常 将 振 型 规 
格 化 。 规 格 化 常用 的 方法 有 以 下 三 种 。 
(1) 以 第 一 个 元 素 为 1 进行 规格 化 。 
(2) 以 振 型 中 的 最 大 元 素 为 1 进行 规格 化 。 
(3) 以 特性 矩阵 玉 、M 进行 规格 化 ， 即 使 振 型 满足 : 
人 


(5 一 71) 
GIKGD, 一 oo 


NA) 


2 ERA 


这 时 振 型 向 量 的 各 个 元 素 应 除 以 WAMGE,. 
3、 振 型 的 正 交 性 
多 自由 度 系统 的 主 振 型 关于 刚度 和 矩阵 和 质量 和 矩阵 具有 正 交 关系 ， 这 是 系统 的 固有 属 
性 。 设 某 n 个 自由 度 体系 的 特征 值 间 题 有 s 个 特征 值 ，®®; 为 第 i 个 规格 化 振 型 ， 则 有 如 下 
关系 ， 
天 四 一 MGO (5 一 72) 
式 中 ， 
Pl p12 并 由 ， 
D=[® Bb -+ 中 ]= > lj (5—73) 
Bi 
是 ”2Xs 阶 振 型 矩阵 (特征 向 量 和 矩阵 ) 。 


(5—74) 


是 ;Xs 阶 特征 值 对 角 和 矩阵 。 
如 果 更 (一 1，2，3，…，35) 为 第 三 种 规格 化 振 型 ， 则 可 由 方程 (5 - 67) 得 出 振 型 关于 
M 和 天 的 正 交 性 条 件 为 : 


(5—75) 
GIKG， 一 o26， 
式 中 ， 
1 i=j 
Os; -| 
0 zi 
5 个 振 型 有 
DMO=I, DKO— 
Oe 式 中 , I 为 sXs 阶 单位 阵 。 
si 注意 : 特征 向 量 ( 振 型 ) 和 频率 肯定 满足 正 交 条 
m=270x10kg k=98xl0Nim ” 件 ; 四 满足 此 正 交 条 件 的 向 量 不 一 定 就 是 特征 向 量 ; 
| 只 有 当 :一 2 时， 满足 此 正 交 条 件 的 向 量 才 是 特征 向 量 。 
ee | 例 5-1 如 图 5.5 所 示 三 层 刚 架 结构 ， 各 层 的 楼 面 
= 质量 分 别 为 mi 一 180 X10;kg、zmz = 二 270X103kg、ms 一 


360X10 kg， 各 层 的 侧 移 刚 度 分 别 为 &1 二 98X 10'N/m、 
kz 二 196X10;N/m、ks 一 294X10;N/m， 坛 求 刚 架 的 固 
有 频率 与 振 型 。 

图 5.5 例 5-1 图 解 : (1) 刚 架 的 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 分 别 为 : 


| ‘188 /7 


k=294x105N/m 
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0 0 1 一 1 0 
M=|0 1.5 0|x1l80X10, K= = 3 sxe 


0 0 2 
(2) 代 人 式 (5-68) 中 ， 得 ; 


1 一 7 二 0 
K—wM=98X10° 区 3 一 1.57 2 
0 2 5 一 27 
式 中 ， y=180w /(98X 103)。 
将 矩阵 行列 式 展开 得 到 关于 ;的 一 元 三 次 方程 ， 解 得 : 
力 二 0. 3514， 次 一 1.607， % 二 3.542 
所 以 
dl 一 13.83s 1， wo 一 29. 60s 1, 一 43. 90s-! 
由 式 (5 - 67) 可 得 三 个 主 振 型 向 量 ， 用 振 型 矩阵 表示 为 ， 
1. 0000 1.0000 1. 0000 
0. 6486 一 0.6070 一 2. sa 
0. 3018 一 0.6797 2.4400 


| 5. 6 动力 问题 求解 


动力 问题 求解 就 是 求解 系统 运动 方程 式 (5 - 11): 
ME +Cé +Ké=F 
在 满足 初始 条 件 5 二 6(0) ，5 二 6(0) 时 的 解 ， 即 求 结构 在 荷载 下 作用 下 的 位 移 6、 速 度 5 以 


及 加 速度 5 。 

求解 结构 的 动力 响应 有 两 种 基本 方法 : 振 型 个 加 法 和 直接 积分 法 。 前 者 用 于 解 线性 结 
构 的 动力 响应 ; 后 者 既 可 用 于 解 线性 结构 也 可 在 增 量 法 中 用 于 解 非 线性 结构 的 动力 响应 。 
两 种 方法 既 有 区 别 ， 义 有 联系 ， 因 振 型 全 加 法 必须 先进 行 振 型 分 析 ， 故 适用 于 只 激发 较 少 
振 型 的 动力 响应 问题 ， 例 如 地 震 等 ， 或 者 需要 较 长 时 间 的 时 程 分 析 ; 而 对 像 冲击 等 瞬时 激 
发 振 型 较 多 ， 所 需 计算 响应 的 时 间 又 短促 的 情况 ， 通 常用 直接 积分 法 。 如 何 选用 两 种 方法 
完全 由 具体 问题 的 数值 计算 效率 决定 。 


$= 


5.6.1 振 型 从 加 法 


振 型 琶 加 法 又 称 振 型 分 解法 ， 其 基本 思想 是 通过 坐标 变换 ， 将 一 个 多 自由 度 体系 的 7 
个 耦合 运动 方程 分 解 为 ”个 非 耦合 运动 方程 ， 问 题 的 解 为 个 非 耦合 运动 方程 解 的 线性 
组 合 。 

n 个 自由 度 的 结构 一 般 有 个 固有 振 型 ， 可 构成 个 独立 的 位 移 模 式 。 结 构 的 任意 位 
移 状 态 可 表示 为 这 ”个 独立 位 移 模式 的 线性 组 合 ， 


SS 189 


ee 0 


5 一 GY (5—76) 
式 中 ，@ 二 [BB … B, 为 振 型 矩阵 ; Y=[y: ys … yj 为 振 型 坐标 或 广义 坐 
标 向 量 ， 它 是 时 间 的 函数 。 
从 数学 上 看 ， 式 (5 - 76) 表 示 的 是 基底 变换 ， 即 将 位 移 向 量 8 从 有 限 元 系统 的 结 点 位 
移 基 向 量变 换 到 以 男 , 为 基 的 向 量 。 将 式 (5 - 76) 代 人 式 (5- 11) 中 ,注意 ;不 随时 间 变 
化 ， 得 : 
M@Y+COBY+KOBY=F (5-77) 
用 加 左 乘 式 (5 - 77) 两 边 各 项 ， 并 考虑 正 交 条 件 ， 
DIMG®,=0 (iz¥)) 
DIK®,=0 (i) 
若 采用 C=aM 十 8K ， 则 同时 有 
GICG@ =0 (i#)) 
于 是 可 得 ”个 解 耦 的 二 阶 线性 微分 方程 组 : 


RE 十 Ci 十 下 3 一 五 : (5-78) 
或 写作 
Yi 2éwiy ;tw yi F/M.; (5— 79) 
式 中 ， 
M;=@®BIMG. 


开 一 GIKG =wiM, 
C:=@®BIC®, =—2éwM; 
太一 GIF 
式 中 ，& 为 第 i 型 振 型 阻尼 比 。M 、K;、C; 、F; 相 应 地 称 为 广义 质量 、 广 义 刚度 、 广 义 阻 
尼 和 广义 荷载 。 
初始 条 件 8(0) 、65(0) 也 可 通过 变换 ， 


8(0)=@BY(0), 6(0)=@®Y 0) 
将 每 式 两 边 同 乘 BM ， 考 虑 旬 与 M 的 正 交 性 质 ， 可 得 : 
yi(0)—=®BIM6 (0)/M: (i=1, 2, *…, n) (5 — 80) 
yi(0)=@BIME (0)/M: (i=1, 2, *…, n) (5— 81) 
这 样 ， 就 将 一 组 个 自由 度 的 联 立方 程 (5 - 35) 分 解 为 n 个 独立 的 单 自 由 度 运动 方程 
式 (5- 80) 和 式 (5- 81)。 解 出 每 个 振 型 坐标 y; 的 响应 ， 然 后 合 加 即 可 得 到 原 坐 标的 由 6 表 
示 的 响应 。 
妇 纳 上 述 过 程 ， 可 得 振 型 释 加 法 的 基本 步骤 为 如 下 。 
(1) 建立 结构 运动 方程 式 。 
(2) 求解 结构 自 振 频 率 w; 和 振 型 ;Gi 一 1，2，3,，…，m，m<n)。 
(3) 计算 广义 质量 和 广义 荷载 。 
(4) 计算 每 个 独立 方程 的 动力 响应 y(t) [可 用 Duhamel( 杜 哈 梅 ) 积 分 式 求解 ]。 
(5) 计算 结构 动力 响应 6 一 BY。 
应 该 指出 ， 结 构 对 于 大 多 数 类 型 荷载 的 响应 ， 一 般 低 阶 振 型 起 的 作用 大 ， 高 阶 振 型 起 
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A Rh ee : 和 饮 5 亡 。” 动力 学 问题 的 有 限 单元 法 
的 作用 趋 小 ， 且 有 限 元 法 对 于 低 阶 特征 解 近似 性 好 ， 高 阶 则 较 差 。 因 而 ， 在 满足 一 定 精度 
的 条 件 下 ， 可 舍 去 一 些 高 阶 振 型 的 影响 。 例 如 ， 工 程 结构 的 地 震 响 应 仅 要 求 考虑 前 十 阶 或 
十 几 阶 低 阶 振 型 即 可 。 


5.6.2 ”逐步 积分 法 


逐步 积分 法 与 振 型 亚 加 法 不 同 ， 逐 步 积分 法 是 指 在 积分 运动 方程 之 前 不 进行 方程 形式 
的 变换 ， 而 直接 对 时 间 进 行 逐 步 数值 积分 ， 因 而 无 须 先进 行 振 型 分 析 和 对 运动 方程 进行 基 
底 变换 。 

从 本 质 上 讲 ， 逐 步 积 分 法 是 基于 两 个 基本 概念 的 : 一 是 将 在 求解 域内 任何 时 刻 上 都 应 
满足 运动 方程 的 要 求 代 之 以 仅 在 一 定 条 件 下 近似 满足 运动 方程 ; 二 是 在 一 定数 目的 时 间 间 
隔 内 ， 假 设 位 移 、 速 度 和 加 速度 的 近似 表达 式 。 

]. 增 量 型 运动 方程 

根据 达 朗 伯 原 理 ， 动 力 系 统 在 任意 时 刻 上 和 时 刻 ! 十 At， 系 统 的 弹性 恢复 力 F,、 阻 尼 
力 Fs、 外 部 激励 力 F 和 惯性 力 F; 处 于 平衡 状态 ， 即 满足 : 

F.(2)+ F(t) +F (+F()=0 
F(ttAD)TFa tA) HtF (tA)THFHA) =O 


两 式 相 减 得 ; 
AF:(6 十 AFu(t 十 AR (CD 十 AFCb 一 0 (5- 82a) 
假设 在 Az 时 间 内 ， 阻 尼 系 数 c 和 刚度 系数 为 常数 ， 则 式 (5- 82a) 可 简化 为 : 
MA CAg+Kg=AF (5 ~ 82b) 
即 为 增 量 型 运动 方程 ，g 为 广义 位 移 。 
2. 线性 加 速度 法 


下 面 简要 介绍 线性 加 速度 法 的 基本 分 析 过 程 。 

首先 将 整个 时 间 段 离散 为 有 限 个 时 间 段 At， 
设 在 每 个 时 间 段 At 内 ， 加 速度 的 变化 成 线性 关系 ， 
如 图 5. 6 所 示 ， 则 有 


人 + 一 外 0 (a) 


对 rt 积 分 ， 则 t 二 rt 时 刻 的 速度 qg ,+: 和 位 移 q+ 


分 别 为 ; 图 5.6 直接 积分 法 
和 + 一 你 十 生生 于 十 C Cb) 
gr 一 各 5 十 坚信 到 十 Cr+D Cc) 
将 t=0 时 刻 的 速度 和 位 移 条 件 代 和 人 式 (b) 和 式 (c) ， 可 求 得 积分 常数 为 
C=g,, D=g, (Cd) 


将 式 (d) 分 别 代 人 式 (b) 和 式 (c) ， 并 令 c= 二 At， 则 得 i 十 At 时 刻 的 速度 和 位 移 分别 为 : 
NS 


1 
py | 
有 限 单元 法 (第 2 版 ) 
有 


国史 ({) 
gs 一 和 十 和 At 十 和 到 一 全 dd Atz (g) 
由 式 (f) 和 式 (g) 可 得 速度 和 位 移 的 增 量 表 达 式 分 别 为 : 
Ad 一 di+w 一 -= ea (h) 
Ag 一 gs 一生 一 全 At 十 2 各- 人 Ar (1) 
又 
Gu 一 人 十 AL (j) 
代入 式 (h) 和 式 (并 消去 iiw 得 : 
A gd,=KAt+A 学 (k) 
2 2 
Ag 一 At 和 学 +TAd 等 OD) 
由 式 (k) 可 得 ， 
A 一 7Ag 一 人 41 一 3 家 (5 - 83) 
将 式 (5 -83) 代 人 式 (h) 得 ， 
Ee 
Ad—AiAg. 3A 0， 2 (5 — 84) 
将 式 (5- 83)、 式 (5- 84) 代 入 增 量 型 运动 方程 式 (5- 82) 得 : 
K,Aqg,—A F, (5 — 85) 
其 中 ，K, 为 等 效 刚 度 ，A ,为 等 效 荷载 增 量 ， ee 
ER, =K+ M+ 读 2C, (5 -~ 86) 
AF=AF.+M| tat3% |+C [35 十 纯 (5-87) 


若 步 长 At 相等 ， 则 K, 为 常量 ， 只 要 分 解 一 次 ， 以 后 每 次 计算 只 是 简单 的 回 代 。 
该 法 假定 加 速度 在 步 长 At 内 线性 变化 ， 故 gw 的 三 阶 导数 为 常量 ， 更 高 阶 微分 为 零 ， 
因此 其 截断 误差 为 四 阶 。 
若 离散 后 结构 的 最 小 周期 为 T， 则 当 步 长 Ai 委 (1/5 一 1/6) 五 时 ， 该 法 才 是 稳定 的 。 
最 小 周期 性 的 量 级 是 相当 小 的 。 例 如 平面 3 结 点 三 角形 单元 网 格 ， 如 忽略 阻尼 ， 时 间 步 长 
的 上 界 可 由 式 (5- 88) 估 算 : 
AP<ce9 人 ArAy (5— 88) 


式 中 ,五 为 弹性 模 量 ;4 为 泊 松 比 ; po 为 材料 密度 ，Az、Ay 为 最 小 网 格 间距 。 

对 于 混凝土 结构 ， 若 取 Az 一 Ay 王 lm。 由 式 (5- 88) 得 到 的 步 长 上 界 为 0.0003s。 可 
见 ， 为 了 保证 计算 结果 的 稳定 性 ， 需 要 减 小 步 长， 耗费 机 时 ， 否 则 计算 结果 将 失去 意义 ， 
因而 该 法 需要 改进 ， 可 采用 Wilson -0 法 较 好 地 解决 这 一 问题 。 
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3. Newmark 法 ( 纽 马克 法 ) 
逐步 积分 法 计算 比较 简单 ， 且 是 有 条 件 稳定 的 ， 数 值 计算 表明 其 计算 的 位 移 偏 大 ， 而 
速度 偏 小 ，Newmark 法 用 a 和 8 两 个 参数 对 逐步 积分 法 中 的 位 移 增 量 式 (k) 和 速度 增 量 式 
(修正 后 得 : 


Ad 一 LA 十 BAIAT (5 — 89) 
Aq=GiAt+ 多 全 aA A G5-90) 
其 余 步 骤 与 逐步 积分 法 相同 ， 由 式 (5- 89) 和 式 (5 - 90) 得 ， 
-6 6， _ 1. 
Ad 一 -A5Ag， aAl 209 (5 91) 
将 式 (5 - 91) 和 式 (5 - 92) 代 入 增 量 平衡 微分 方程 式 (5 - 82) 可 得 : 
KAg'=AF, 
式 中 ， 
zz gxi ll. 
K, =K, + aM+. A (5 93) 
AF,—AF.+M| -A+ |+C | Bg+ (£1)ard | (5 ~ 94) 
求 得 位 移 增 量 Ag, 后 ， 由 式 (5 - 92) 得 到 速度 增 量 Ad,， 可 得 下 一 时 段 的 初始 值 
gw 一 和 十 Ad， (5— 95) 
A 8 18 _ 
derw —- fAg.+ (1 ja, (3 1) ae (5— 96) 


Newmark 法 的 关键 是 选取 a 和 8B 值 ， 当 a 和 8 满足 B 宇 0.5，a 宇 B/2 时 ，Newmark 法 
是 无 条 件 稳定 的 。 一 般 取 8 二 0. 5， 通 过 调整 a 值 以 期 达到 对 加 速度 的 修正 ， 当 a 二 1/6 时 
即 为 逐步 积分 法 。 

4. Wilson -0 法 ( 威 尔 示 -0 法 ) 

Wilson -0 法 是 对 逐步 积分 法 的 另外 一 种 修正 ， 假 设 在 较 短 时 间 间 隔 内 加 速度 仍然 按 
线性 变化 ， 则 加 速度 线性 变化 的 范围 扩大 为 : 


t=0At, 0>1.37 (5— 97) 

将 式 (k) 和 式 (D 中 的 At 蔡 换 为 5， 则 经 过 时 间 后 的 位 移 增 量 和 速度 增 量 分 别 为 ; 
Ag 一 5 人 十 广 A 凶 (5- 98) 
Ag. 一 59 十 作 生 十 入 人生 6-99) 


式 中 ，Ak ,为 经 过 时 间 5 后 的 加 速度 增 量 。 
同 理 ， 将 式 (5- 85) 中 的 At 替换 为 5 得: 
K,Ag, = AF, (5- 100) 
其 中 ， 


TE 


Pa -K+ gM+ tC (5 -101) 
本 二 二。 _ 
AF,=AF,+M| +3 $ |+C [3 i | (5 — 102) 


由 式 (5 - 100) 求 出 位 移 增 量 Ag,， 利 用 此 位 移 增 量 和 :时 刻 的 速度 4 ,和 加 速度 4, 可 得 经 
过 时 间 # 后 的 加 速度 增 量 : 


A ~ hq Cd 小 (5 — 103) 
利用 直线 内 插 法 计算 出 A 时 间 内 步 长 的 加 速度 增 量 为 : 


然后 用 式 (k) 和 式 (1) 计 算 At 时 间 内 步 长 的 速度 增 量 和 加 速度 增 量 ， 从 而 得 到 十 At 时 
刻 的 位 移 q+w 和 速度 g ,+w 作 为 下 一 步 的 初始 条 件 。 

Wilson -0 法 的 稳定 性 表明 ， 当 9>>1. 37 时 ， 它 是 无 条 件 稳 定 的 ， 通 常 取 0 一 1.4 即 可 
达到 较 好 的 收敛 效果 。 


| 5. 7 动力 分 析 实 例 


例 5-2 试用 有 限 元 法 列 出 如 图 5. 7 所 示 的 简 支 梁 的 弯曲 自由 振动 运动 方程 。 已 知 梁 
长 为 L， 抗 弯 截 面 模 量 为 EI， 单 位 长 度 的 质量 为 m。 
解 :(1) 求 单元 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 。 


将 梁 离 散 成 两 个 单元 ， 单 元 长 为 /=L/2， 取 其 
= 中 一 单元 ,确定 其 N 和 B。 
设 单元 结 点 位 移 矢 量 为 q= [™ 和 : Uz 0 1'， 
| 2 ， ”有 取 单 元 位 移 函 数 为 多 项 式 函数 ， 即 
L LH v(7X)=ai 二 asx 十 aax 十 a 
a 吕 由 于 单元 有 四 个 结 点 位 移 ， 所 以 有 四 个 待定 党 
“| 数 ， 将 上 式 写成 矩阵 形式 为 
FF 一 一 一 一 一 | 2 
图 5.7 例 S-2 图 
yY(z) 一 [1 x z x | 、 
边界 条 件 : 


oz -=wm， 蛙 = 一 6 


RN et 


dv_ 
= 
将 边界 条 件 代 人 多 项 式 位 移 函 数 ， 得 出 待定 常数 为 ， 


v(x) | —=vw, 


—0, 


QI 一，4z 一 和 
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4 一 一 总 十 了 9 十 名 ww 一 了 了 0， wu 一 其 mm 一 二 和 一生 四 一 二 
于 是 有 
1 0 0 0 
0 一 1 0 0 | 
于 3 2 3 1 |14 
y(z) 一 [1] rz! x | 7 1 FE 7 
2 _l1 _2 | 多 
B 22 [3 22 
Vl 
| 人 
本 | |, Ng 
0 
其 中 ， 
N=[N N: N: N,] 
3 2 
2 3 2 3 
人 
梁 的 应 变 为 : 
dz d? 
于 是 有 
—_ ,dvry_ 12ry _47，6zy _6y,l2ry _2y ,6zy 
pv | oD + 全 | 


由 胡 克 定律 一 Ee，D 二 EE， 可 求 得 单元 的 刚度 矩阵 : 
ro = srpeav =| (rmaas)az 
因为 


由 as 了 
Ss 


所 以 


12 一 6 一 12 一 6 


单元 质量 矩阵 为 ， 


ie- 亚 
一 12 人 12 


—67 42 67 222 


—6l 2 67 4 


156 ”一 22/ 54 

ml |—22 42 一 137 

420| 54 一 13/ 156 
13/ 一 32 227 


(2) 求 结构 的 总 刚度 矩阵 和 总 质量 矩阵 。 
对 单元 结 点 做 图 示 编 码 ， 结 构 的 总 体位 移 列 阵 为 ， 
gq=[vw OO mW 0 wv 0] 


单元 位 移 列 阵 为 : 
[A 

人 一 | 

0 


其 中 ，e 称 为 单元 结 点 位 移 转换 矩阵 ， 表 示 为 ， 


ge 一 [办 O vz 及] 
gq? = [vw 0 vs 03 1 


OO OO 
O OP OO 
OP O OO 
+ OO OO OO 
人 
人 
SS 
广 1 
一 


人 


了 0 0| 
1 一 | 
0 I 0 


同样 可 得 单元 @ 的 结 点 位 移 转换 矩阵 e: : 


攻 I 本 
e2 一 
0 0 了 


其 中 ，0 和 工 均 为 2 阶 矩 阵 。 
两 单元 的 刚度 矩阵 分 别 为 ， 


KG 一 


13L 


一 322 


227 
422 


0 
I 


- 12ET 6EI, 12EI _ 6EI 
13 12 , L3 2? 
6ET 4EI i: 6EI 2EI 

ne J 2 
12EI 6EI : 12EI 6EI 
Z3 72 Z3 Z2 


码 
kD :ko | 


toto troop orator ome 


一 610 


人 


OOO RS 


12EI 6EI: 12EI _6EI 
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13 lI: FB 1 
6EI 4EI : 6ET 2EI 
Z2 l 22 l 1: kw 
KO = | 和 = 
12ET 6EI : 12EI 6EI Kk ka 
局 1 13 L: 
6EI 2EI : 6EI 4EI 
1 1 2 1 
总 刚度 矩阵 玉 为 : 
天 一 eIKOei 十 elKee， 
采用 分 块 矩阵 乘法 得 ; 
kD jj 0 
elKoe=|k® 碍 0 
0 0 0 
0 0 0 
eIKEOe 一 |0 KR ke 
0 Kk2® kg2 
从 加 以 上 结果 ， 得 到 ， 
12EI _6EI: 12EI _6EIT; 0 
13 /2 12 
6ET 4ET : 6EI 2EI 0 0 
人 i J en 
_12EI 6EI : 24EI ee 2 8 
Z3 72 : Z3 : Z3 Z2 
| -6BI 2EI :0 8EI :| 6BI 2El 
ee A Sr < ee. eg ee 
_12EI 6EI ; 12EI 6EI 
9 9 = BE 
6EI 2EI : 6EI 4EI 
12 I 7: l 
156 —22l: 54 13/ 0 
2 A 3 3 0 0 
MM- 型 | 54 一 134; 312 0 54 13/ 
420| 130 38: 0 .82 :13 一 3 
0 0 54 —131: 156 22/ 
0 0 13l 一 322 221 4E 


(3) 求 运 动 方程 。 
用 后 处 理 法 引入 支承 条 件 ， 因 为 简 支 梁 在 z= 二 0 和 z=! 处 点 的 位 移 为 v1 二 vs 二 0， 因 
此 得 简 支 梁 的 振动 方程 式 : 


有 限 单元 法 (第 ] 片 


4 13 —3£ 0 1I0 42 6 22 01r, 
大 | 一 13! 312 0 13l | |7: .EI 6l 24 0 —6l| |vw a 
420 | 一 342 0 8 —32| 8g,| fl22 oO 8 222 | 14 

0 137 —3£2 47 Lo —6l 2£ 42 10; 


将 /二 L/2 代入 上 式 ， 得 到 : 


41L2 一 26L 一 31L2 0 了 | gL? 24L 42 0 1 网 
al |—26L 1248 0 2315 Erl24 192 0 -24L|lw| 
3360| -3P 0 gr -3 0 316 dL |l@l™ 

o0 26L —3L: 4L2 ||. 0 —24L 4L: 8L? | [6, 


0 
例 5-3 设 有 悬臂 梁 长 为 24， 弯 曲 刚 度 为 EI， 如 图 5.8(a) 所 示 。 忽 略 其 轴 向 变形 ， 


用 有 限 元 法 求 其 固有 频率 。 


6, 0 6， 0 
Gr 
(b) 
图 5.8 例 S-3 图 
解 : 将 此 惹 臂 粱 分 成 大 小 一 样 的 两 个 粱 单元 [图 5.8(b)]， 由 于 忽略 其 轴 向 变形 ， 所 
以 每 个 结 点 只 有 两 个 位 移 分 量 ， 整 个 悬臂 梁 的 结 点 位 移 向 量 为 : 
6 一 [m 由 ve OQ vs 0 ] 


紧 单 元 的 一 致 质量 矩阵 由 式 (5 - 39) 给 出 。 集 合 两 个 单元 的 质量 矩阵 ma 和 me ， 得 到 
整体 质量 矩阵 为 : 


156 22 : 54 —13l: 0 0 
22 42 : 13 一 32; 0 0 
| 54 13 312 0 :54 一 13: 
420|—131 一 32 0 gk : 13 一 3 
0 0 | 54 13 : 156 —22/ 
0 0 | 一 13! 一 32 ;一 220 4f 
甚 辟 梁 的 整体 刚度 和 矩阵 为 : 


12 61:—12 61 :0 0 


Re SN DP. ee eT ee 
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于 是 ， 巧 臂 梁 的 无 阻尼 自由 振动 方程 为 : 


156 221 ; 54 —13l: 0 0 1711! 
221 42 :13 一 32 ;0 0 2 

| 13! ， 312 | 0 3 0 54  —131| | 
(| 8 134 3 | | 人 
0 0 : 54 13 . 156 —22/||;, 
0 0 13 一 32 ;一 220 42 |. 
03 


诗人 各 让 


0 0 6 2 :6 4 
考虑 到 边界 条 件 v 二 0，0, 一 0， 上面 的 六 阶 方程 组 可 缩减 为 四 阶 ， 即 


312 0 54  —13111|52 24 0 —12 611 fw 
m| 0 Be 13 3|l6| ,Elo 8 -el 27 0, 
420| 54 13 156 一 220| | 7 | BI—12 一 6 12 —6l| |v, 

13 一 382 22 4 J |g 6l 22 —6l 4 |g, 

上 式 的 频率 方程 为 ; 
24 一 3121 0 一 (12 十 54M) (6 十 134)1 
0 (8—8L 一 (6 十 131)7 (2+3V2 


一 (12 十 54X) 一 (6 十 13M) 12 一 1564 (一 6 十 221)7 
(6 十 13177 (2+3DE (~—6+22Dl (4—4VE 
式 中 ， 
ow? 
420ETI 


A 


其 中 % 是 单位 长 度 上 的 质量 。 
求解 频率 方程 ， 可 求 得 上 苹 臂 梁 的 固有 频率 的 近似 值 为 ; 


a EI _ EI 
m3. 510 /i -22 2 /ey 
cs 一 75. 16, /i 9 wa =218. 1 二 


均匀 悬 璧 梁 的 前 二 阶 固 有 频率 的 精确 值 为 


ET 

m(20)4 

FEI ET 
ly a "0 
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可 见 ， 最 低 阶 固有 频率 近似 值 的 误差 约 为 0.1%， 而 第 二 阶 固有 频率 近似 值 的 误差 约 
为 0.8% 。 一 般 来 说 ， 越 高 阶 的 频率 ， 误 差 就 越 大 。 


本 章 简要 介绍 了 结构 动力 方程 的 推导 过 程 及 常见 杆 单元 、 三 角形 单元 、 短 形 单元 | 
及 薄板 单元 的 协调 质量 矩阵 、 集 中 质量 纸 阵 等 的 推 旱 过程， 介绍 了 振 型 的 基本 特性 以 | 
及 简化 和 求解 结构 动力 方程 的 基本 方法 。 | 


通过 本 章 学 习 ， 学 生 应 了 解 结构 动力 分 析 的 基本 内 容 、 结 构 振动 的 特性 ， 熟悉 结 | 
构 振 动 国有 频率 和 动力 响应 的 有 限 元 分 析 方法 ， 掌 握 运用 振 型 登 加 法 进行 结构 的 动力 | 


5.1 求 图 5. 9 所 示 的 两 端 简 支 梁 的 固有 频率 和 振 型 ( 求 五 阶 )， 要 求 至 少 取 4 个 单元 
进行 计算 。 已 知 /二 800mm，a 二 20mm,， 6 二 10mm， 弹 性 模 量 一 210GPa， 材 料 容重 po 二 
7.8X10‘kN/m? ， 重 力 加 速度 取 g 一 9. 8m/s。 


一 一 
H »| 


图 5.9 习题 5.1 图 


5.2 求 图 5. 10 所 示 的 一 两 端 简 支 板 ， 板 厚 Imm， 长度 4 二 130mm， 宽 度 5 一 88mm， 
已 知 弹性 模 量 已 一 210GPa， 材 料 容 重 po 一 7. 8X10‘kN/m? ， 重 力 加 速度 取 5 一 9. 8m/s: 。 求 
其 五 阶 固有 频率 和 主 振 型 。 

5.3 如 图 5. 11 所 示 结 构 ， 试 求 其 自 振 频率 。 


1 14 


图 5.10 习题 5.2 图 图 5.11 习题 5.3 图 


5.4 如 图 5. 12 所 示 悬 壁 深 梁 ， 和 荷载 均匀 分 布 在 自由 端 截 面 上 。 采 用 图 示 单 元 ， 设 
4 二 1/3， 厚 度 为 :。 写 出 梁 的 动力 学 方程 (用 协调 质量 矩阵 )。 


所 50 I 
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A A 


+ 


图 5.12 习题 5.4 图 


5.5 如 图 5.13 所 示 刚 架 ， 忽 略 轴 向 变形 和 转动 惯量 ， 用 堆 聚 质量 矩阵 写 出 动力 学 方 
程 ， 并 计算 其 固有 频率 。 

5.6 图 5.14 所 示 体 系 受 动力 荷载 作用 ， 不 考虑 阻尼 ， 不 计 杆 重 ， 求 发 生 共 振 时 干扰 
力 的 频率 9。 


Psin(07) m 
El=o% 03 
五 7 
i 
图 5.13 习题 5.5 图 图 5.14 习题 5.6 图 


5.7 求 图 5. 15 所 示 体 系 的 自 振 频率 ， 并 画 出 主 振 型 图 。 

5.8 求 图 5. 16 所 示 体 系 的 自 振 频 率 和 主 振 型 ， 并 作出 主 振 型 图 。 已 知 mm 一 me 一 mo， 
ET 一 常数 。 

5.9 求 图 5. 17 所 示 体 系 的 频率 方程 。 


m m 
= 常数 1 

1 
图 5.15 习题 .7 图 图 5.16 习题 5.8 图 图 5.17 习题 $.9 图 


5.10 求 图 5. 18 所 示 体 系 的 自 振 频 率 和 主 振 型 。 不 计 自重 ，EI 一 常数 。 


图 5.18 习题 5.10 图 


| 
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5. 11 如 图 5. 19 所 示 体 系 ， 设 质量 分 别 集中 于 各 层 横梁 上 ， 数 值 均 为 办 。 求 第 一 与 
第 二 自 振 频 率 之 比 wi : wz。 

5. 12 绘 出 图 5. 20 所 示 体 系 的 最 大 动力 弯 矩 图 。 已 知 动 荷载 幅 值 已 = 10kN，0 一 
20. 944s- 1 ， 质 量 mm 一 500kg，a 一 2m， 开 TI 一 4.8X100N。me。 


attatrootrtotateor oesontonnreierdreteowt eoats oetcoptcsaptenetotnttor tosetoarapree tentioneetct eeeentdonmoaeee pomnep .enertmteect emaiop resone epee tee 


Psin(80 mm Psin(9D mm 


图 5.19 习题 5.11 图 图 5.20 习题 5. 12 图 


WE 


教学 目标 

本 章 主 要 介绍 有 限 单元 法 分 析 中 经 常 遇 到 的 几 个 问题 ， 包 括 约 束 条 件 的 处 理 、 不 同 单 
元 的 组 合 等 工程 实际 中 经 常 遇 到 的 问题 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 应 达到 以 下 目标 。 

(1) 掌握 Co 类 单元 形 函 数 构造 的 几何 方法 。 

(2) 了 解 有 限 单元 法 分 析 结 果 的 精度 。 

(3) 掌握 不 同 单元 组 合 时 的 处 理 方 法 。 

(4) 掌握 约束 条 件 的 处 理 方法 。 


教学 要 求 


(1) Co 类 单元 的 概念 


形 通 数 构 选 (1) 掌握 几何 构造 方法 (2) 几何 构造 法 
的 几何 方法 (2) 掌握 完备 性 和 协调 性 检验 方法 (3) 完备 性 检验 
(4) 协调 性 检验 

(1) 了 解 误差 的 来 源 (1) 误差 来 源 


(2) 位 移 解 和 应 力 解 的 误差 估计 
(3) 有 限 单元 法 分 析 结 果 的 下 限 性 质 
(4) 应 力 的 平均 与 加 权 平 均 处 理 

(5) 提高 精度 的 用法 、p 法 、 反 馈 法 


《1) 相 邻 单元 有 共同 结 点 
(2) 相 邻 单元 有 非 共 同 结 点 


(2) 掌握 精度 估计 的 方法 
(3) 了 解 有 限 元 解 的 性 质 
(4) 掌握 共用 结 点 上 应 力 的 处 理 方法 
(5) 了 解 提高 精度 的 方法 


(1) 了 解 不 同 单元 组 合 的 形式 
(2) 掌握 不 同 单元 组 合 的 处 理 方法 


组 合 (3) 能 够 编制 相应 的 处 理 程序 生生 二 全 全 证 攻克 直人 和 
(1) 了 解 用 修改 整体 刚度 矩阵 的 方法 (1) 斜 支承 的 处 理 方法 
约束 条 件 的 约 件 (2) 接触 面 的 处 理 方法 


(3) 弹性 支承 的 处 理 方法 


处 理 多 
(2) 掌握 用 虚拟 单元 处 理 不 同 约束 的 
方法 (4) 镁 结 点 的 处 理 方 法 


i i 2 切 
总 基本 概念 


Co 类 单元 ; 完备 性 检验 ; 协调 性 检验 ; 精度 估计 ; 约束 条 件 ; 虚拟 单元 。 


玉 sm 


在 工程 实际 中 ， 经 常会 遇 到 一 些 特殊 的 结构 ， 如 桌面 上 放置 一 台电 机 ， 当 我 们 需要 运 
用 有 限 单 元 法 对 其 进行 分 析 时 ， 可 以 将 桌 腿 用 梁 单 元 进行 离散 ， 而 对 于 桌面 ， 则 必须 用 薄 
板 单元 或 三 维 体 单 元 进行 离散 ， 这 样 就 涉及 不 同 单元 的 组 合 问题 。 

在 分 析 中 ， 经 常会 遇 到 支 座 位 于 倾斜 面 上 的 和 情况， 又 如 在 对 刚 架 结构 进行 分 析 时 ， 经 
常会 遇 到 匀 结 点 的 情况 。 当 处 理 弹 性 地 基 时 ， 又 会 遇 到 弹性 支承 的 约束 条 件 。 在 对 基 桩 进 
行 分 析 时 ， 不 可 避免 地 要 处 理 桩 土 接触 面 的 情况 。 所 有 这 些 问题 中 ， 约 束 条 件 怎么 处 理 是 
我 们 必须 要 考虑 的 一 个 问题 。 

此 外 ， 当 我 们 根据 整体 刚度 方程 得 到 结 点 的 位 移 分 量 后 ， 还 必须 计算 结 点 或 单元 上 的 
应 力 和 应 变 分 量 ， 同 一 个 结 点 或 公共 边界 上 的 点 根据 单元 的 物理 方程 计算 出 来 的 应 力 值 通 
常 是 不 同 的 ， 这 时 必须 采取 数学 的 方法 进行 处 理 。 


| 6. 1 构造 co 类 单元 形 函 数 的 几何 法 


所 谓 Co 类 单元 是 指 在 势能 ( 泛 函 ) 的 表达 式 中 位 移 沙 数 出 现 的 最 高 阶 导数 是 1 阶 ， 在 单 
元 交界 面 上 具有 0 阶 的 连续 导数 ， 也 就 是 说 在 单元 结 点 上 只 要 求 位 移 函 数 连 续 ， 不 要 求 其 
一 阶 导数 连续 ， 如 前 面 介 绍 的 桦 架 单元 、 平 面 连续 体 单元 、 空 间 连 续 体 单元 均 是 C。 类 单 
元 。 与 Co 类 单元 对 应 ， 如 果 在 势能 的 表达 式 中 位 移 函 数 出 现 的 最 高 阶 导数 是 2 阶 ， 在 单元 
交界 面 上 具有 1 阶 的 连续 导数 ， 则 此 类 单元 称 为 Ci 类 单元 ， 如 粱 单元 、 板 单元 、 壳 单 
元 等 。 

对 于 Co 类 单元 ， 其 形 函 数 在 单元 结 点 上 的 值 为 1 或 0， 即 


N,( ,= CE (6-1) 
A 0 (rs) 
或 
1 (r=s) 
N, s9 ls 7 
6， BE (r 关 5) 
或 


1 (r=;s) 
0 (rs) 
根据 上 述 性 质 ,首先 用 几何 方法 构造 形 函 数 ， 然 后 再 利用 位 移 函 数 的 完备 性 和 协调 性 条 件 
进行 检验 。 

假设 单元 有 7 个 结 点 ，r 为 其 中 任意 一 个 结 点 ， 若 要 确定 形 函 数 N, (zx，y) 或 Ni (6， 
四 或 N,(L;，L;，L。)， 则 首先 构造 一 组 不 可 约 的 曲线 ( 设 mx 条 )Fi(rz，y) 二 0 或 Fi(e,， 7) 
或 (Li,， Lj;，Lm)(k 二 1]，2，…，m)， 这 一 组 曲线 均 不 通过 结 点 r+， 但 是 通过 其 他 所 有 


NL(Li),, (L,),, Co] 一 1 


CO 
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TT TOT TT TTT 


的 结 点 。 注 意 这 里 的 “所 有 ”不 是 每 一 条 曲线 都 通过 所 有 其 他 结 点 ， 而 是 这 一 组 曲线 通过 
其 他 所 有 的 结 点 ， 曲 线 通过 的 结 点 可 以 重合 ,但 是 这 一 组 曲线 应 该 是 不 可 约 的。 那么 形 函 
数 N,(zx，y) 可 以 由 式 (6 - 2) 得到， 


[Fx,y) 
N zy) = Ei (6 ~ 2) 
Fi Cxi» Yi) 
k=1 
或 
[I Fi Ce, TI FL,L,L,) 
NG = 二 NLiLsLn) = 二 一 
TI Fé,%) TI FRED),, CD CLa),] 
k=1 


从 式 (6 -2) 可 以 看 到 ， 当 r 关 7 时 ， 结 点 j 是 位 于 上 述 某 条 曲线 上 上 的 一 点 ， 因 此 有 
FF 二 0， 而 结 点 7 不 在 所 有 曲线 上 ， 故 Fi 一 定 不 为 0， 因 此 可 以 满足 式 (6 - 1) 的 要 求 。 根 
据 式 (6 - 2) 求 得 形 函 数 后 ， 还 必须 检查 相应 的 位 移 函 数 是 否 满足 完备 性 和 协调 性 的 要 求 ， 
只 有 满足 要 求 的 函数 才 可 以 作为 形 函 数 使 用 。 

若 要 满足 位 移 函 数 的 完备 性 ， 则 其 形 函 数 必须 满足 以 下 条 件 ， 


DN, (x,y) 二 1 
r=1 


DN, x,y) x, 一 Zz (6 — 3) 
r=] 
DN Cr yy 一 
7 一 】 
若 将 形 函 数 写成 直角 坐标 的 形式 ， 即 
NGCz， 妇 =A 十 Bz 十 Cy 十 Diz2 十 已 zy 十 开 y2 十 … (6— 4) 
则 式 (6 - 3) 等 价 于 : 
DD Az y=1, DA(r yr,=0, 2 Alr,y)y,=0 (6-5) 
r 一 1 r=1 Fr 一 


2>)B(ry) 一 0， >)B(zy)zr 一 1， DB,(r,y)y,=0 
7 一 1 r 一 1 7 一 1 
DC(zsy) =1, DC(ryzr=0, PCr,y)y,=1 
r= r=l = 
DD (lr,sy) =0, DD,Crsyz,=0, DD,(zr,y)y,=0 
r=] =] r 一 1 


DE,(x,y) 一 0， DE,(r, yx 一 0， DE, (zx,y)y, 一 0 
r=1 r=1 FL 


例 6-1 求 图 6.1 所 示 三 角形 单元 的 形 函 数 。 
(1) 形 函 数 的 构造 
如 图 6.1 所 示 ， 和 欲求 i 结 点 形 函 数 N; (zx，y)， 则 可 以 由 j 结 点 和 m 结 点 组 成 一 条 直 


NN > 


了】 
一 | 
i 


m(Xmym) 


Oy) 


i(xiayi) 


OD) 
O x ix 


6.1 平面 3 结 点 三 角形 单元 形 函 数 的 构造 
线 ， 其 直线 方程 为 : 


a 3 一 泗 

TT 

即 Fi(x, y)=(y—y;) (zr—zn)—(y~— yn) (rz;)=0 
因此 有 : 


F(x, 9) (yn TT) YY Tr) 
Ne ») Fxis yi) (yi Ym) Ti TX) (Yi Yj) (Xi Tm) 
Tym Tmy) CY; Ya) THX)Y 
(Ziym— Tmyj;) HT Tm yi Tiym) triy; — Xiyi) 
mtbzrtcy 
2A 
可 以 看 到 ， 上 式 即 为 式 (2 - 10)。 同 理 可 以 求 得 : 


1 2A 
_ am+ bmnx cmy 
Nn (x, y) 2A 


(2) 完备 性 的 检验 


DN, (Czy) = Ni(zx,y) + Nj; Cx,y) + N(x,y) 
r= 二 1 


= 去 [C+ +an) + (6 和 
二 1 


DN, Cz yx = Ni(zsy) rit Nj Cx,y) Tt Na (ryy) Tmt 
r=1 
= 广 [ (aar; 十 aii 十 amrn) 十 (Dx + bx; 十 如 Tm) 工 十 (cazi 十 ci 十 cnzm)yj] 


[Cy — ym) Ti Cy; — Ya) ;tT Cy; ~— Yn) Tn zz 十 
[Cz rari 二 (cnt zi)z; T(x;) zn jy} 
一 并 


同 理 可 以 验证 : 


第 6 章 。 有 限 单元 法 分 析 的 几 个 问题 


OO 


DN, (zx, yr YY 
r=1 


关于 协调 性 ， 由 于 形 函 数 是 坐标 变量 的 一 次 式 ， 因 此 其 协调 性 自然 满足 。 上 述 关 系 如 
果 采 用 面积 坐标 来 推导 ,将 更 加 简单 ， 这 里 不 再 
推导 ， 读 者 可 以 自行 推导 。 

例 6-2 求 图 6.2 所 示 4 结 点 抢 形 单元 的 形 
函数 。 

如 图 6.2 所 示 ， 和 欲求 ; 结 点 的 形 函 数 Ni(Cz， 
y)， 则 可 以 构造 两 条 直线 ， 一 条 经 过 7 结 点 和 mm 结 
点 ， 其 直线 方程 为 Fi(&, 二 一 1 一 0; 另 一 条 经 
过 m 结 点 和 上 结 点 ， 其 直线 方程 为 Fi(&, 力 一 y 一 
1 一 0。 因 此 有 : 图 6.2 平面 4 结 点 矩形 单元 形 函 数 的 构造 


Re DC 


i-1—1) AL 一 ID 


1 
= 了 (1 一 全 (1 一 


1 
一 于 (1 十 个 )(1 十 四) 
同 理 可 以 得 到 其 他 结 点 的 形 函 数 ， 它 们 可 以 统一 写成 : 
NCz, W=4O+EO Hn) (r=i, j, m, &) 


上 式 即 为 我 们 前 面 介绍 的 式 (2 ~ 35)。 关 于 其 完备 性 和 协调 


AR 性 的 检验 这 里 不 再 验证 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 完成 。 
Vp 1(0,1/2,1/2) 例 6-3 在 面积 坐标 系 下 求 图 6.3 所 示 6 结 点 三 角形 
单元 的 形 函数 。 
X00) (1) 构造 形 函数 
3012,11210) 如 图 所 示 ， 欲 构造 i 结 点 的 形 函数 N; (L;，L;，L;)， 
io x ”同样 可 以 构造 两 条 直线 ， 一 条 经 过 j 结 点 、m 结 点 和 1 结 
点 ， 其 直线 方程 为 FL;，L)，L，) 一 Li 一 0; 另 一 条 经 过 2 
0 结 点 和 3 结 点 ， 其 直线 方程 为 Fu(L， Lj，Lw) 一 一 证 一 
0。 因 此 有 : 
le i Tv Tr 天 2 
=L;(2L;—1) 


同 理 可 以 构造 j 结 点 、m 结 点 的 形 函 数 ， 有 
N;(L:;, L;, L.)=L;(2L;—1), Na CL:;, 了 L,)=L(2L,,—1) 
欲 构造 1 结 点 的 形 函 数 Ni(L;，L;，L。)， 同 样 可 以 构造 两 条 直线 ， 一 条 经 过 m 结 
点 、i 结 点 和 2 结 点 ， 其 直线 方程 为 (L;，L;，L) 二 上 ;二 0; 另 一 条 经 过 i 结 点 、j 结 点 
和 3 结 点 ， 其 直线 方程 为 (Li， L;，, La)= ;=06 因此 有 : 


A RT 


OT I VD OO A SR es A 
FB LED (Li, (Ln) Fe LE), CL)i, (CO (01/2)X(172) 
=4L,L, 
同 理 可 以 构造 2 结 点 、3 结 点 的 形 郴 数 ， 有 
NiCLi, Li, Li)—4LaLi, Ns(Li, L, La)=4LL, 
可 以 看 到 ， 上 述 形 函数 即 为 前 面 介绍 的 式 (2 - 49)。 
(2) 完 备 性 的 检验 


NG) = LL — DD) +L(2L;— DD) +L C2L, — +4LLn 4LaL; + 4LL, 
r=1 


=2(L;+L+La)—(L+L+L,) 
一 1 


NiCLi, L;, L,)= 


> NEis bs La) CL), = NAL); + Nj; CL + Na (Li) t NiCL) + Na CLi)s + Ns (Li)s 
r 一 1 


= LC2L;—1) X1+L(2L 一 D) X0 十 局 (2 一 1) X0 十 4 X0+4L,L; x 冯 十 4 xX 去 
和 L;(2L;— 1) 十 2LnL; 十 2L;L; 

> L(2L;— 1) 十 2Li(l1—L—L;,) 二 2LL; 

同 理 有 : 


DONALaL LIT), = LL, DONCLisLsLn) (La), = LL 
7 一】 r 一 1 
(3) 协 调 性 的 检验 


在 7mm 边 上 ， 区 ;一 0， 其 位 移 为 : 
za 一 Na 十 Na 十 Nai 十 Na 十 Na 十 Na|ir 


N; | 12 = Nz | 12 十 和 3 | 12 一 和 
Ni 一 五 (2 太一 D)， Na 一 记 (2 一 1)， Ni|w=4LL, 
故 有 
xz| 1 =LC2L;— DutL, 2L,— ut4LL ui 
从 上 式 可 以 看 到 ，j1m 边 上 的 位 移 是 L;、L; 的 二 次 函数 ， 若 jlm 边 为 单元 公共 边界 ， 其 
上 的 位 移 可 由 j、m、1 三 个 公共 点 的 位 移 确 定 为 二 次 变化 ， 故 能 够 保证 位 移 函 数 在 jlm 
边 上 的 协调 性 。 类 似 地 ， 可 以 证 明 位 移 函 数 其 他 边 上 也 是 协调 的 。 


| 6. 2 有 限 单元 法 分 析 结 果 的 精度 


有 限 单元 法 分 析 作 为 一 种 数值 求解 方法 ， 不 可 避免 地 会 产生 误差 ， 其 误差 主要 来 源 于 
两 方面 : 一 方面 ， 将 连续 体 离散 成 有 限 个 单元 后 ， 会 产生 离散 误差 一 般 情况 下 ， 这 种 误 
差 会 随 着 网 格 划分 越 来 越 密 而 减少 ， 也 就 是 说 ， 其 计算 结果 将 越 来 越 趋 近 于 真实 解 ， 另 一 
方面 ， 受 实数 在 计算 机 里 的 存储 方式 的 限制 ， 如 实数 1.0， 在 计算 机 里 可 能 认为 是 
0. 999999999， 也 可 能 认为 是 1, 000000001， 因 此 不 可 避免 地 产生 计算 误差 ， 这 种 误差 是 很 


(IY/ 
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难 消除 的 ， 不 过 随 着 计算 机 技术 的 进步 ， 其 误差 也 会 越 来 越 小 。 下 面 我 们 对 有 限 单元 法 分 
析 的 结果 进行 讨论 。 


6.2.1 求解 精度 的 估计 


以 平面 问题 为 例 ， 单 元 的 位 移 场 xz，y?) 可 以 按照 多 元 函数 的 Taylor 公式 展开 成 如 下 
的 形式 ; 
u(x, y)—=u(xi, yi 十 (Ar 区 十 Ay ee 十 训 (AT 区 十 Ay 对 ) xz， Yi) 十 
1 
3! 
如 果 设 单元 的 尺寸 为 h， 则 式 (6 -6) 中 的 Ax、Ay 与 六 是 同一 数量 级 。 若 单元 的 位 移 函 数 
采用 p 阶 完全 多 项 式 ， 则 其 存在 户 阶 偏 导数 ， 因 此 能 够 逼近 上 述 Taylor 级 数 的 前 p 阶 多 
项 式 ， 其 误差 估计 为 OC(h**™')， 也 就 是 说 ， 其 位 移 函 数 的 误差 将 是 OCh?11) 量 级 。 以 平面 3 
结 点 三 角形 为 例 ， 由 于 位 移 函 数 为 线性 插值 函数 ， 因 此 多 项 式 阶 数 p 一 1， 因 此 u(x，y) 的 
误差 为 O(i2) 量 级 ， 可 以 预计 其 收敛 速度 也 是 OC ) 量 级 。 或 者 说 ， 在 第 一 次 有 限 元 分 析 
的 基础 上 ， 阁 再 将 单元 的 尺寸 减 小 一 半 后 重新 进行 分 析 ， 则 u(xz，y) 的 误差 是 前 一 次 分 析 
误差 的 (1/2)* 二 1/4。 
按照 同样 的 推论 ， 也 可 以 对 应 力 和 应 变 等 进行 分 析 。 若 应 变 是 位 移 的 m 阶 偏 导数 给 
出 ， 则 它 的 误差 是 OC(h*”"' ) 量 级 ， 如 采用 平面 3 结 点 三 角形 单元 进行 分 析 时 ， 由 于 p= 
m 二 1， 因此 其 应 变 的 误差 是 O() 量 级 。 
若 单 元 的 位 移 函 数 满足 完备 性 和 协调 性 ， 当 单元 尺寸 h->0 时 ， 有 限 元 分 析 结 果 是 单 
调 收 敛 的 ， 其 将 趋向 于 真实 解 ， 因 此 可 以 根据 两 次 分 析 的 结果 估计 准确 值 。 设 第 一 次 分 析 
的 结果 为 wt? ， 单 元 尺寸 为 h， 第 二 次 分 析 时 将 单元 尺寸 减 小 一 半 ， 即 变 为 h/2， 此 时 计算 
结果 为 u?”。 若 单元 的 收 敏 速度 为 OC(h*)， 则 可 以 根据 式 (6 - 7) 对 准确 解 wu 进行 估 计 ，: 
a 二 人 WE 
如 对 于 平面 3 结 点 三 角形 单元 ， 有 s 二 2， 因此 根据 式 (6 - 7) 可 以 得 到 : 


uD uw 


二 4 


(Az 学 +A 了 对) Ce (6-6) 
ax 了 3y Vi Yi 


Ul 一 1 


即 
一 1 (2) — ,1) 
Ui 3 (hu ui ) 


以 上 分 析 仅 仅 考 虑 了 网 格 化 所 带 来 的 离散 误差 ， 对 于 计算 机 运算 所 带 来 的 数值 计算 误 
差 这 里 不 进行 讨论 。 


6. 2.2 分 析 结 果 的 性 质 


系统 的 总 势能 可 以 表达 为 : 
HI=U-—W= 6K 一 57F (6- 8) 


.4 


| 
- 1 
a 


这 里 6 为 结 点 位 移 和 矩阵 ，K 为 刚度 矩阵 ，F 为 荷载 矩阵 。 根 据 极 小 势能 原理 AT = 0, 可 以 
得 到 有 限 单元 法 分 析 的 刚度 方程 : 


Ké6=F (6— 9) 
将 式 (6 - 9) 代 入 式 (6 - 8) 可 以 得 到 : 


1 — #6°K 一 5 —— 07K 一 一 U 一 一 去 W 《6 一 10) 


实际 上 ， 系 统 只 有 在 真实 解 (精确 解 ) 的 情况 下 才能 得 到 真正 意义 上 的 极 小 值 (用 I 表 
示 )， 而 通过 有 限 单元 法 分 析 得 到 的 总 势能 是 一 种 近似 值 (用 Jer 表示 )， 并 且 有 : 

Tappr > Hive (‘6-11) 
由 式 (6- 10) 可 以 知道 ， 

U spr < U rue (6 — 12) 
这 里 Us 表示 由 计算 的 位 移 表 达 的 应 变 能 ，Ume 表 示 由 精确 的 位 移 表 达 的 应 变 能 。 设 对 应 
于 近似 解 的 结 点 位 移 矩 阵 为 Be ， 刚 度 和 矩阵 为 Ksoo: ， 则 其 刚度 方程 为 : 


Kappr Bappr =F (6— 13) 
同 理 ， 设 对 应 于 精确 解 的 结 点 位 移 和 矩阵 为 6...， 刚 度 矩 阵 为 Ki ， 则 其 刚度 方程 为 ; 
KeBine =F (6—14) 


对 应 的 应 变 能 为 : 


Ussr 二 Bue TK Bopor 
1 (6 -15) 
Une 了 Bu TK iue Gime 


将 式 (6 - 15) 代 人 式 (6 - 12) ， 并 结合 式 (6 - 13) 和 式 (6 - 14) 有 : 
Bappr Birwe (6 - 16) 

由 式 (6 - 16) 可 以 看 到 ， 近 似 解 的 位 移 要 小 于 精确 解 的 位 移 ， 这 就 是 有 限 单元 法 分 析 结 果 
的 性 质 。 

上 述 性 质 可 以 从 物理 上 进行 解释 ， 连续 体 从 理论 上 来 说 具有 无 穷 多 个 自由 度 ， 采 用 有 
限 单元 法 进行 离散 以 后 ， 由 于 只 考虑 了 结 点 位 移 ， 其 自由 度 变 成 有 限 个 了 。 也 就 是 说 ， 离 
散 以 后 使 用 了 有 限 个 自由 度 来 近似 描述 原来 具有 无 限 个 自由 度 的 系统 ， 由 于 系统 承受 的 荷 
载 不 变 ， 必 和 然 会 使 原 系统 的 刚度 增 大 ， 即 刚度 矩阵 的 整体 数值 要 变 大 ， 由 刚度 方程 可 知 ， 
所 求 得 的 位 移 在 总 体 上 将 变 小 。 

需要 说 明 的 是 ， 因 为 位 移 函 数 的 收敛 
准则 包含 完备 性 和 协调 性 两 个 条 件 ， 其 中 
的 完备 性 (包含 刚体 位 移 和 常量 应 变 ) 很 容 
易 得 到 满足 ， 而 协调 性 (位 移 的 连续 性 ) 则 
比较 难 满足 ， 因 些 通常 讨论 位 移 函 数 时 是 
讨论 它 的 协调 性 。 上 面 介 绍 的 性 质 是 针对 
协调 单元 来 说 的 。 对 于 非 协调 单元 ， 由 于 
其 违反 了 极 小 势能 原理 的 前 提 之 一 (即位 移 
图 6.4 位 移 函 数 几 种 可 能 的 收 剑 情 况 的 连续 性 要 求 )， 其 解 也 不 具有 上 述 性 质 ， 
1 一 发 散 ; 2 一 协调 单元 ，3 一 非 协 调 单元 随 着 单元 尺寸 的 变 小 ， 其 势能 变化 如 
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图 6.4 中 曲线 3 所 示 。 但 是 在 有 些 情 况 下 ， 使 用 非 协调 单元 也 可 以 得 到 工程 上 满意 的 结 
果 ， 甚 至 有 时 得 到 的 结果 比 协调 单元 的 精度 还 要 高 ， 这 是 因为 位 移 不 协调 所 造成 的 误差 与 
来 自 其 他 方面 的 误差 相互 抵消 所 造成 的 。 


6. 2.3 ”共用 结 点 上 应 力 的 处 理 


根据 整体 刚度 方程 计算 出 结 点 位 移 后 ， 对 于 每 个 单元 可 以 根据 方程 
a 一 DBie 一 S5@ (6—17) 

计算 出 单元 上 任意 点 的 应 力 。 通 常 我 们 是 计算 其 结 点 处 的 应 力 ， 由 于 单元 的 一 个 结 点 可 能 
是 多 个 单元 的 共用 结 点 ， 这 样 ， 同 一 个 结 点 根据 式 (6 - 17) 计 算出 来 的 应 力 值 通常 是 不 同 
的 ， 因 此 有 必要 对 计算 结果 进行 处 理 。 通 常 的 处 理 方 法 是 将 各 单元 在 共用 结 点 上 计算 的 应 
力 进 行 平均 或 加 权 平 均 。 

1. 绕 结 点 平均 法 

绕 结 点 平均 处 理 就 是 将 同一 结 
点 周围 各 单元 计算 的 应 力 取 算 术 平 
均 ， 作 为 该 结 点 的 应 力 值 。 如 果 i 
结 点 周围 有 个 单元 ， 则 i 结 点 的 
应 力 为 : 


一 上 > (6-18) 
n ft 


如 图 6.5 所 示 中 的 结 点 1 和 结 点 2， 6.5 ”共用 结 点 上 应 力 处 理 
其 应 力 值 为 : 


an 一 二 [e+o? to® ] 
01—[o? To2 十 o9 二 ce 十 o2 十 o@] 


2.、 绕 结 点 加 权 平 均 法 

通常 围绕 某 结 点 的 单元 形状 和 大 小 不 一 样 ， 因 此 上 述 绕 结 点 平均 法 计算 的 应 力 值 误差 
比较 大 ， 一 种 更 加 合理 的 处 理 方法 是 考虑 单元 的 大 小 ， 按 单元 的 面积 或 体积 进行 加 权 平 
均 。 同样， 如 果 i 结 点 周围 有 ?2 个 单元 ， 则 ; 结 点 的 应 力 为 ; 


0 = Dyo! (6 - 19) 


这 里 7 表示 单元 ; 的 权 系数 ， 有 
a 


7 = n 二 n 
之 /人 3 


j=1 ;=1 
式 中 ，A 表示 单元 的 面积 ，V 表示 单元 的 体积 。 加 权 平 均 法 考虑 了 单元 大 小 对 计算 结果 的 
影响 ， 相 对 来 说 比 直接 平均 法 计算 的 结果 要 好 。 当 各 单元 的 面积 或 体积 相等 时 ， 加 权 平 均 
法 处 理 结果 与 直接 平均 法 处 理 结果 相等 。 
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应 当 说 明 的 是 ， 当 共用 结 点 位 于 连续 体内 部 ( 即 内 结 点 ) 时 ， 上 述 处 理 方法 具有 较 好 的 
表征 性 ， 但 在 边界 结 点 处 可 能 比较 差 ， 所 以 边界 结 点 处 的 应 力 可 以 用 插值 法 由 内 结 点 的 应 
力 推算 。 如 图 6. 5 中 1 结 点 的 应 力 可 由 2、3、4 号 结 点 的 应 力 用 抛物 线 插值 公式 计算 。 

此 外 ， 若 需要 计算 单元 共用 边界 上 某 点 应 力 ， 则 可 以 进行 类 似 的 处 理 ， 即 首先 根据 单 
应 力 计算 公式 (6 - 17) 计 算 每 个 单元 在 该 点 的 应 力 值 ， 然 后 采用 直接 平均 或 加 权 平 均 的 
入 法 计算 该 点 的 应 应 力 值 。 至 于 应 变 值 的 计算 ， 其 与 应 力 的 处 理 方 式 是 一 样 的 。 


6.2.4 提高 精度 的 方法 


运用 有 限 单元 法 对 结构 体 进行 分 析 不 可 避免 的 会 产生 误差 ， 其 误差 大 小 会 直接 影响 到 
计算 结果 的 可 靠 性 ， 因 此 ， 在 进行 分 析 时 必须 尽 可 能 地 控制 误差 ， 提 高 计算 精度 。 通 常用 
来 提高 计算 精度 方法 有 如 下 几 种 。 

1. jh 方法 

h 方 法 (h- method) 是 在 不 改变 各 单元 位 移 函 数 的 情况 下 ， 通 过 逐步 减 小 单元 尺寸 ， 
也 就 是 增加 单元 数量 的 方式 使 结果 趋向 于 精确 解 。 在 有 限 单元 法 分 析 的 实际 应 用 中 ， 这 种 
方法 比较 常用 ， 由 于 不 使 用 高 阶 多 项 式 作 为 位 移 函 数 ， 其 数值 稳定 性 和 可 靠 性 较 好 。 在 进 
行 线性 静 力 分 析 时 ， 随 着 单元 尺寸 越 来 越 小 ， 其 分 析 结 果 将 越 来 越 趋向 于 精确 解 。 但 在 进 
行动 力 分 析 或 非 线性 分 析 时 ， 由 于 涉及 非 线 性 方程 组 的 求解 ， 当 单元 尺寸 小 到 一 定 程度 时 
可 能 会 出 现 不 稳定 现象 ， 而 得 不 到 结果 或 结果 的 可 靠 性 比较 差 。 在 Ansys 平台 上 面 ， 控 制 
单元 尺寸 的 方法 有 以 下 几 种 ， 智能 控制 (size level)、 定 义 单元 边 长 、 定 义 单元 数量 。 对 于 
智能 控制 ， 其 size level 值 越 大 表示 网 格 越 粗 ， 最 大 为 1 0， 最 小 为 |， 如 图 6. 6 所 示 显 示 了 
几 种 不 同 size level 值 的 网 格 划分 效果 ， 网 格 划 分 时 使 用 自由 网 格 划分 方法 (Free) 。 


size level=8 size level=5 size level=2 


图 6.6 用 不 同 尺寸 的 单元 进行 网 格 划分 


2. p 方法 

Pp 方 法 (p - method) 是 在 网 格 划分 固定 不 变 的 情况 下 ， 通 过 增加 单元 位 移 函 数 的 阶 次 ， 也 
就 是 增加 单元 结 点 数目 的 方式 来 提高 计算 精度 。 前 面 已 指出 ， 计 算 的 位 移 误差 估计 为 
Oo 天 )， 即 位 移 函 数 阶 数 越 高 ， 其 误差 越 小 。 如 开始 时 采用 3 结 点 三 角形 单元 ， 然 后 采用 6 
结 点 三 角形 单元 或 10 结 点 三 角形 单元 。 实 践 表 明 ，p 方法 的 收敛 性 大 大 优 于 上 方法。 由 于 
方法 采用 高 阶 多 项 式 作为 位 移 函 数 ， 会 出 现 数值 稳定 性 问题 ， 另 外 ， 由 于 计算 机 容量 和 速度 
的 限制 ， 多 项 式 的 阶 次 不 能 太 高 。 尤 其 是 在 进行 振动 和 稳定 问题 求解 高 阶 特征 值 时 ， 无 论 采 
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用 上 方法 还 是 p 方 法 均 不 能 令 人 满意 ， 这 是 由 于 多 项 式 插 值 本 身 的 局 限 性 造成 的 。 

3. 自 适应 方法 

自 适 应 方法 (adaptive method) 是 运用 反馈 原理 ， 利 用 上 一 步 的 计算 结果 来 修改 有 限 元 
模型 。 它 是 一 种 需要 多 次 计算 的 方法 ， 可 以 分 别 和 了 方法 、p 方法 、h - p 方法 结合 ， 分 别 
称 为 h 自 适 应 方法 、p 自 适 应 方法 、h- p 自 适 应 方法 。 自 适应 方法 由 误差 指示 算 子 (error 
indicator) 来 监控 。 其 收敛 速度 由 误差 估计 (error estimation) 算 子 来 表征 。 

自 适应 方法 是 一 种 能 自动 调整 其 算法 以 改进 求解 过 程 的 数值 方法 ， 其 包括 多 种 技术 ， 
如 误差 估计 、 自 适应 网 格 改进 、 非 线性 问题 中 荷载 增 量 的 确定 、 瞬 态 问题 中 时 间 步 长 的 调 
整 等 。 其 分 析 过 程 如 图 6.7 所 示 。 


事前 误 
差 估计 


图 6.7 自 适应 方法 分 析 过 程 


| 6. 3 不 同 单元 的 组 合 


在 对 实际 工程 结构 进行 分 析 计 算 时 ， 由 于 结构 的 复杂 性 ， 仅 用 一 种 类 型 的 单元 对 结构 
进行 离散 往往 很 困难 。 如 某 些 形状 复杂 的 结构 ， 有 些 区 域 可 以 采用 和 矩形 单元 ， 但 在 边界 复 
杂 的 区 域 只 能 使 用 三 角形 单元 ， 对 于 桌子 ， 当 四 条 腿 比 较 细 时 可 以 用 梁 单 元 ， 桌 面 可 以 用 
二 维 单元 或 三 维 单元 ， 有些 厚度 不 均匀 的 空间 结构 ， 可 以 在 比较 厚 的 部 位 用 三 维 单元 而 在 
比较 薄 的 部 位 采用 壳 单 元， 梁 与 板 的 组 合 更 是 工程 上 常见 的 结构 。 因 此 ， 在 实际 分 析 计 算 
时 必须 考虑 不 同 单元 之 间 的 组 合 问题 。 

1. 相 邻 单元 具有 共同 结 点 

当 相 邻 的 两 个 单元 具有 共同 的 结 点 并 且 结 点 的 自由 
度 相 同时 ， 依 然 可 以 按照 前 面 介绍 的 形成 整体 刚度 矩阵 
的 方法 将 单元 刚度 矩阵 的 元 素 放 入 整体 刚度 矩阵 中 。 如 
图 6. 8 所 示 的 结构 由 两 个 3 结 点 三 角形 单元 和 一 个 4 结 
点 矩形 单元 组 成 ， 其 单元 刚度 矩阵 分 别 可 以 表示 成 如 下 
的 形式 : 


国有 限 单元 法 (第 2 版 ) 


则 其 整体 刚度 矩阵 为 
1 2 3 4 5 6 
Re + 如 ; .011 
多 kD 0 3 0 0 |2 
| 名 0 如 + 旭 | 如 + 黎 外 | 恕 |3 
kD+RD :kD :RP+RY :kGTh+h Ek :£9 |4 
» 0 hk kk2|5 
ye 0 £2 1: £8 AQ ik®,|6 


2， 相 邻 单 元 具有 非 共同 结 点 

当 两 单元 的 交界 处 有 非 公共 结 点 时 ， 为 了 保持 单元 间 的 相 容 性 ， 这 时 不 能 简单 地 按照 
前 面 的 方式 直接 午 加 形成 整体 刚度 和 矩阵。 如 图 6.9 
所 示 ， 一 个 平面 6 结 点 三 角形 单元 与 一 个 3 结 点 
三 角形 单元 @ 组 合 。@ 单 元 的 AB 边 变形 后 仍 保持 
为 直线 ， 而 @ 单 元 的 AB 边 变形 后 却 不 一 定 是 直线 。 
这 样 ， 为 了 保证 @、@ 单 元 之 间 位 移 的 连续 性 ， 对 
@ 单元 的 变形 必须 加 以 限制 ， 使 ACB 边 变形 后 仍 

人 保持 为 直线 ， 记 : 
6.9 相 邻 单元 有 非 共 同 结 点 的 组 合 BC AC 


oAB’ FAB 
则 要 求 C 点 的 位 移 与 A、B 点 的 位 移 之 间 满 足 如 下 关系 : 
uc—aua tpBus, zc 一 avA 十 Bus 
由 此 可 见 ，C 点 的 位 移 不 是 独立 的 位 移 分 量 了 ， 它 是 由 A、B 点 的 位 移 确定 的 。 
通常 情况 下 ， 高 精度 单元 与 低 精度 单元 相 结 合 时 ， 在 公共 边界 处 必须 将 高 精度 单元 的 
位 移 函 数 降 为 低 精 度 单元 的 位 移 函 数 ， 以 保证 边界 处 位 移 的 连续 性 。 将 上 式 代 入 中 单元 的 
位 移 播 值 函数 : 
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d@ 一 Ni8 

则 可 以 消除 不 独立 的 位 移 分 量 wc、vc， 这 样 就 构造 了 一 个 去 掉 C 结 点 的 单元 (5 结 点 三 角 
形 单元 )， 称 为 过 渡 单 元 。 在 分 析 中 采用 过 渡 单 元 后 ， 在 单元 交界 处 位 移 将 是 连续 的 ， 这 
时 可 以 按照 第 一 种 方法 直接 形成 整体 刚度 矩阵 。 

此 外 ， 也 可 以 首先 不 考虑 交界 处 位 移 的 连续 性 ， 待 形成 整体 刚度 矩阵 后 再 考虑 C 结 点 
位 移 的 连续 性 ， 将 位 移 关 系 代入 整体 刚度 方程 消去 位 移 分 量 wc 、vc， 得 到 一 个 降 阶 的 整体 
刚度 方程 。 

3， 梁 单元 与 平面 单元 的 连接 

由 于 平面 梁 单 元 每 个 结 点 有 3 个 自由 度 (u、w、0)， 而 平面 单元 每 个 结 点 只 有 2 个 自 
由 度 (w、v)， 因 此 当 这 两 种 单元 连接 时 ， 为 了 保持 位 移 的 连续 性 ， 需 要 根据 具体 情况 进行 
适当 的 变换 后 才能 集成 整体 刚度 矩阵 。 

如 图 6. 10 所 示 的 结构 由 1 个 粱 单元 和 几 个 和 拖 形 单元 组 成 。 其 中 梁 单 元 的 一 个 截面 连 
接 了 竹 形 单元 中 的 结 点 1、2， 另 一 个 截面 连接 了 和 矩形 单元 @@ 的 结 点 3、4， 对 于 梁 单 元 来 
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pirat cmetcensorietntnemctebam stent ome ecto eon 


说 ， 其 结 点 通常 定义 在 截面 的 中 心 ， 即 图 中 A、B 两 点 。 因 此 分 析 时 必须 找 出 A、B 点 位 
移 与 结 点 1、2、3、4 的 位 移 之 间 的 关系 。 


Va 


6.10 梁 单元 与 平面 单元 的 组 合 


由 于 A 点 处 在 1、2 点 的 中 间 ，B 点 处 在 3、4 点 的 中 间 ， 因 此 A、B 点 的 线 位 移 与 结 
点 1、2、3、4 的 位 移 之 间 的 关系 为 : 


uA 二 去 Cu 二 ts) ug 三 去 (us 十) 


4 一 去 (wi 十 wn) v9 一 去 (ww 十 04) 
对 于 转角 位 移 ， 如 图 6. 11 所 示 ， 设 变形 后 1、2 点 分 别 移 到 了 


1'、2' 点 ，A 点 移 到 了 A' 点 ,车 设 1、2 点 之 间 的 距离 为 h， 1 一 ~ 
则 A 点 的 转角 位 移 为 ， 
= A A 
J 
同 理 B 点 的 转角 位 移 为 : 2 > 
Ua Wa 
图 6.11 转角 位 移 的 计算 
这 里 hs 为 3、4 点 之 间 的 距离 。 将 上 面 几 个 等 式 写 成 矩阵 形 
式 有 : 
1 1 
1 
Ul 
5 0 计 0 冯 0 0 0 oliv 
UU 2 w 
~ 元 二 0 0 0 0 0 
“| 一 | “ (6- 20) 
up 0 0 0 0 1 0o 1 ol 
UA 2 2 Us 
OB 0 0 0 0 0 二 0 部 U4 
一 1 1 a 
a 


这 样 ， 式 (6 - 20) 给 出 了 梁 单 元 常规 结 点 位 移 : 


69=[us va O04 us va Op] 


i ee 


与 梁 单 元 新 结 点 位 移 ， 
60=[u wi us ve us vs Ww wv 
之 间 的 关系 ， 

0@ 一 T5'@ (6 -21) 
式 中 , T 和 矩阵 根据 式 (6 - 20) 确 定 。 将 式 (6 - 21) 代 入 梁 单元 的 刚度 方程 ， 并 在 两 边 左 乘 矩 
阵 T， 则 有 

TIKSTS®=TF® 
设 天 @ 一 于 Ki@T， 了 Re 一 和 Fe@， 可 以 得 到 ， 

Ke6 8 一 Fe (6 — 22) 
通过 式 (6 - 22)， 把 梁 单 元 的 单元 刚度 矩阵 ke 转换 成 keS ， 梁 单元 就 可 以 与 平面 单元 进行 
组 合 了 。 

由 上 述 转 换 关系 可 以 看 出 ， 这 种 转换 与 前 面 介绍 的 梁 单 元 从 局 部 坐标 变换 到 整体 坐标 
的 转换 方式 有 类 似 的 地 方 ， 可 以 理解 为 一 种 广义 的 坐标 变换 。 对 于 梁 单 元 与 空间 体 单元 连 
接 时 的 转换 有 类 似 的 关系 ， 这 里 不 再 推导 ， 请 大 家 自己 完成 推导 过 程 。 

此 外 ， 关 于 粱 单元 与 板 单元 或 过 单元 的 组 合 问题 比较 复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 
关 文 献 。 


| 6. 4 约束 方式 的 模拟 


前 面 所 分 析 的 结构 都 是 一 些 基 本 结构 ， 其 位 移 的 约束 形式 只 考虑 了 沿 整体 坐标 系 的 坐 
标 轴 方 向 。 然 而 ， 在 实际 的 工程 结构 中 经 常 遇 到 一 些 特 殊 的 约束 形式 ， 如 约束 支 座 固定 在 
斜坡 上 ， 两 个 结构 连接 在 一 起 却 可 以 沿 着 接触 面 滑 动 ， 弹 簧 支 座 的 约束 ， 两 根 杆 件 通过 圆 
柱 铵 接点 连接 等 。 下 面 将 对 几 种 常 遇 到 的 约束 形式 进行 讨论 。 

1. 斜 支承 的 处 理 

如 图 6. 12 所 示 的 AB 杆 , 在 B 点 处 有 一 倾斜 的 支 座 约束 ， 使 得 B 点 在 y' 方 向 上 不 能 
移动 ， 但 在 z 方向 可 以 自由 移动 ， 即 B 点 在 y 方向 的 位 移 为 零 ， 在 x 方向 的 位 移 不 受 限 
制 。 要 处 理 这 类 约束 问题 ， 需 要 对 B 点 的 位 移 进 行 坐标 转换 。 


多 


了 
EL 
口 
图 6.12 斜 支承 的 处 理 


设 B 点 沿 整 体 坐 标 系 +、y 轴 方 向 的 位 移 为 wa、zm， 沿 局 部 坐标 系 x'、y 的 位 移 为 
s、v8， 则 可 以 得 到 他 们 之 间 的 关系 ，: 


bs | kd 0 
. Up SIna COSQ vB 


0/ 
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记 为 : 
6s—=T6s (6 - 24) 

其 中 了 和 矩阵 由 式 (6 - 23) 确 定 。 将 整体 位 移 和 矩阵 分 成 两 个 子 块 ， 一 块 为 8 ， 剩 下 的 位 移 分 
量 记 为 8&4， 对 应 的 结 点 荷载 记 为 Fa8、Fs， 则 整体 刚度 方程 可 以 写成 如 下 的 分 块 形式 ; 

Kss Km|f6s] rFs 

Ks x [|=le) 2 
将 式 (6 - 24) 代 入 式 (6 - 25) 并 进行 整理 可 以 得 到 ， 

KssT K . F 

ee le id (6-26) 


KasT KamJl6sd LF 
为 了 保持 整体 刚度 和 矩阵 的 对 称 性 ， 对 式 (6 - 26) 中 第 一 式 前 乘 于 和 矩阵， 得 ， 
I em 
KaT Km Ji LF, 
其 中 ， 
Fs=T' Fs 


经 过 这 样 的 处 理 后 ， 引 入 B 点 的 约束 条 件 就 与 前 面 介绍 的 方法 一 样 了 。 不 过 上 面 的 处 
理 方式 比较 费时 ， 不 利于 计算 机 处 理 。 因 此 ， 实 际 计算 时 可 以 在 形成 单元 刚度 矩阵 和 结 点 
荷载 之 后 ， 对 B 点 进行 坐标 变换 ， 把 变换 后 的 单元 刚度 矩阵 和 结 点 荷载 矩阵 又 加 到 整体 刚 
度 矩 阵 和 整体 荷载 矩阵 中 的 相应 位 置 。 若 结构 有 多 个 斜 支承 约束 ， 可 以 进行 类 似 的 处 理 。 
2. 接触 面 处 理 


在 工程 分 析 计 算 中 ， 经 常 遇 到 两 部 分 物体 相互 接触 的 情 
况 ， 如 考虑 桩 土 之 间 的 相互 作用 ， 桩 与 土 的 接触 面 。 在 处 理 
这 类 问题 时 ， 接 触 面 两 侧 应 各 自 有 对 应 的 结 点 ， 并 且 结 点 是 
成 对 设置 的 ， 如 图 6. 13 所 示 。 
设 结构 离散 后 总 自由 度 为 nx， 其 整体 刚度 方程 为 : 
Ké8=F 
若 将 有 关联 的 结 点 位 移 间 的 约束 写 为 m 个 线性 方程 : 6.13 ”接触 面 处 理 
K‘6=—0 
这 里 KK 为 m Xn 阶 和 矩阵。 由 于 受 m 个 条 件 限制 ， 故 6 中 有 m 个 结 点 位 移 分 量 不 独立 。 将 
不 独立 的 位 移 分 量 记 为 gp ， 其 余 独 立 的 结 点 位 移 分 量 记 为 8 ， 则 上 式 可 以 改写 为 : 
0p]1 
[Ko Ki]| ?|=。 
其 中 ， Kp 为 m 阶 方 阵 。 从 上 式 可 以 得 到 : 
0 一 一 KDIKI6) 
因此 可 以 得 到 全 部 结 点 位 移 与 独立 结 点 位 移 之 间 的 关系 : 


51 rr I 
6= [5 |=[_ pw 5 (6 - 28) 
这 里 了 由 式 (6- 28) 确 定 , I 为 n 一 m 阶 单位 矩阵 。 将 式 (6 - 28) 代 入 整体 刚度 方程 并 进行 
转换 可 以 得 到 ; 


接触 面 
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TIKT6,=TIF 
设 
Ki=T'KT, FI/=Th, (6- 29) 
则 
Ki8:=F': (6 — 30) 


式 (6 一 30) 即 为 对 应 于 独立 结 点 与 结 点 荷载 的 刚度 方程 ， 它 是 n 一 m 阶 方程 ， 也 就 是 说 对 原 
刚度 方程 进行 了 降 阶 处 理 ， 处 理 后 的 系数 矩阵 仍 具 有 对 称 性 。 

前 面 的 处 理 方法 是 按照 位 移 约束 条 件 对 整体 刚度 方程 进行 修改 。 除 此 之 外 ， 可 以 在 约 
东 点 处 沿 法 线 方 向 增加 一 拉 压 杆 单元 ， 并 取 拉 压 杆 单元 的 轴 疝 刚度 非常 大 ， 即 EA/ 取 一 
大 数 ， 如 10” 或 10*， 将 增加 的 拉 压 杆 单元 组 合 到 原 结构 后 ， 固 定 新 增加 的 结 点 。 如 
图 6. 12 所 示 ， 增 加 一 结 点 C， 使 BC 组 成 拉 压 杆 单元 ，C 点 固定 [图 6. 14(a)]。 又 如 ， 在 
某 些 分 析 中 要 求 结构 上 和 A、B 两 点 之 闻 没 有 相对 位 移 。 此 时 ， 可 以 在 A、B 两 点 之 间 增 加 
一 个 轴 向 刚度 非常 大 的 拉 压 杆 单元 [图 6. 14(b)]， 这 种 增加 的 单元 有 时 称 为 伪 单 元 。 上 述 
接触 面 对 应 两 个 结 点 之 间 也 可 以 采用 增加 一 伪 单 元 的 形式 进行 处 理 。 


y’ 8B 
x 
A 
fs 中 
4 
C 
(a) (b) 


6. 14 ”增加 伪 单 元 


3， 弹 性 支承 的 处 理 


在 工程 上 除了 遇 到 刚性 支承 外 ， 还 经 常 遇 到 弹性 支承 的 情况 ， 如 弹性 地 基 、 减 振 弹 筑 
等 ， 这 种 弹性 支承 也 可 以 用 析 架 单元 来 模拟 。 如 图 6. 15Ca) 所 示 的 粱 ,在 B 点 和 C 点 为 弹 
扯 支承 ， 弹 簧 刚度 分 别 为 太 、&s， 则 可 以 将 这 两 处 支承 用 柱 架 单元 来 模拟 ， 如 图 6. 15(b) 
所 示 ， 在 B 点 处 增加 一 析 架 单元 BB'， 使 其 刚度 矩阵 元 素 EA/ 一 操 ; 在 C 点 处 增加 一 顶 
架 单元 CC'， 使 其 刚度 矩阵 元 素 EA/!=k。 


A 8 
4 B C 5 
A 和 ) \ 2 后 =E41 区 2 k=EA/l 
(a (b) 


6.15 弹性 支承 的 模拟 


4. 镜 结 点 的 处 理 


在 工程 上 除了 遇 到 前 面 介 绍 的 几 种 约束 形式 外 ， 往 往 会 遇 到 刚 结 点 与 贸 结 点 同时 存在 
于 结构 的 某 一 位 置 的 情形 (图 6. 16) 。 
对 于 贸 结 点 处 ， 由 于 其 转角 位 移 不 一 样 ， 因 此 通常 需要 在 该 处 用 两 个 结 点 号 ， 如 果 按 
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A13 


(a) (b) 
6. 16 贸 结 点 的 模拟 


照 先 处 理 法 的 思路 ， 在 该 处 水 平方 向 的 位 移 码 采用 同一 编号 ， 同 样 垂直 方向 的 位 移 码 也 采 
用 同一 编号 ， 但 转角 位 移 码 则 分 别 采用 不 同 的 编号 ， 这 时 可 以 很 好 地 进行 求解 。 但 采用 后 
处 理 法 时 ， 上 述 方法 就 不 适应 了 。 此 时 可 以 在 匀 结 点 处 增加 抗 压 刚度 无 穷 大 而 弯曲 刚度 为 
零 的 季 直 与 水 平 两 根 虚拟 的 刚 架 单 元 。 这 样 处 理 后 ， 所 有 结 点 都 可 以 作为 刚 结 点 进行 分 
析 。 例 如 图 6. 16(b) 中 的 A 处 的 铵 结 点 ， 编 号 分 别 为 2、3， 则 加 在 2、3 结 点 间 的 水 平方 
向 的 虚拟 刚 架 单元 其 单元 刚度 矩阵 在 整体 坐标 系 下 为 : 

N 00 —N 0 


口 之 口 避 


0 
0 0 
0 0 
—N 0 0 
0 0 

0 0 0 0 

而 加 在 2、3 结 点 间 的 垂直 方向 的 虚拟 刚 架 单元 其 单元 刚度 矩阵 在 整体 坐标 系 下 为 : 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


OO 


0 0 0 


~ 
四 
| 


0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 0 
这 里 和 为 一 非常 大 的 数 ， 表 示 虚 拟 单 元 的 抗 压 刚 度 。 这 样 处 理 后 将 单元 刚度 矩阵 元 素 加 
入 整体 刚度 矩阵 中 ， 在 整体 刚度 方程 中 含有 大 数 的 四 个 方程 为 : 

… 十 (Ku 十 N)z 十 … 十 (Ko 一 N)zs 十 … 一 

sR Ny (RN i 
(Kr — Nw (Kr tN) wt = 
oe WE Ne 
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式 中 ,，K; ;是 原 结构 整体 刚度 矩阵 的 元 素 ， 当 NN 足够 大 时 ， 可 以 得 到 w= 二 ww 和 vs 一 v3， 这 
样 也 可 以 满足 贸 结 点 的 约束 条 件 。 


主要 介绍 了 有 限 单元 法 分 析 中 经 常 遇 到 的 几 个 问题 ， 包 括 运用 几何 方法 构造 Co 类 | 
单元 形 函 数 ， 并 运用 位 移 函 数 应 满足 的 完备 性 和 协调 性 条 件 对 构造 的 形 函 数 进 行 检验 ;上 
有 限 单 元 法 分 析 结果 的 性 质 及 精度 分 析 ; 共用 结 点 上 应 力 的 处 理 方法 ; 提高 有 限 单元 外 
法 计算 精度 的 方法 ; 不 同类 型 的 单元 组 合 时 的 处 理 方法 ; 作 支 承 、 接 触 面 、 弹 性 支承 、 
匀 结 点 等 约束 条 件 的 处 理 方法 。 

根据 Co 类 单元 形 函 数 的 性 质 之 一 ， 即 本 结 点 上 形 函 数 的 值 为 ]， 其 他 结 点 上 形 浮 
数 的 值 为 0 这 一 性 质 ， 运 用 几何 方法 构造 形 函 数 ， 然 后 对 形 函 数 进行 完备 性 和 协调 性 
检验 。 利 用 这 一 方法 可 以 快速 确定 复杂 单元 的 形 函 数 。 


有 限 单元 法 求解 的 位 移 值 总 体 上 比 精确 值 要 小 ， 这 是 由 于 将 无 限 自由 度 的 连续 体 | 
离散 成 有 限 自 由 度 的 单元 体 后 整体 刚度 矩阵 增加 所 引起 的 。 通 常 可 以 用 上 法 、p 法 或 
反馈 法 来 提高 分 析 结 果 的 精度 。 

当 不 同类 型 的 单元 组 合 使 用 时 ， 在 两 种 类 型 的 单元 结合 处 ， 高 精度 单元 必须 向 低 | 
精度 单元 转化 ， 以 满足 位 移 的 相 容 性 条 件 。 

可 以 通过 增加 虚拟 单元 的 形式 来 处 理 不 同 的 约束 条 件 ， 这 一 方法 对 于 利用 计算 机 
编程 计算 具有 较 好 的 通用 性 。 


6.1 一 般 情况 下 ， 有 限 单元 法 总 是 过 高 计算 了 结构 的 刚度 ， 因 而 求 得 的 位 移 一 般 小 
于 真实 解 ， 为 什么 ? 如 果 单 元 不 满足 协调 性 要 求 ， 情 况 如 何 ? 为 什么 ? 

6.2 什么 是 Cs 类 单元 和 Ci 类 单元 ? 举例 说 明 。 

6.3 求 图 6. 17 所 示 5 结 点 矩形 单元 的 形 函 数 。 


7 
4(-1,1) 3(1,1) 


1CL-D 5(0—1) 2(1.-1) 
6.17 习题 6.3 图 


6.4 运用 几何 方法 构造 8 结 点 矩形 单元 的 形 函 数 ， 并 检验 其 完备 性 和 协调 性 。 
6.5 试 推导 梁 单 元 与 空间 体 单元 连接 时 的 转换 关系 。 
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附录 A ”弹性 力学 基本 知识 


在 有 限 单元 法 分 析 中 ， 需 要 用 到 弹性 力学 中 的 一 些 基本 知识 。 因 此 ， 本 部 分 介绍 一 下 
弹性 力学 的 基本 方程 和 能 量 原理 。 


A.1 基本 方程 


1, 平衡 (运动 ) 微 分 方程 
平衡 (运动 ) 微 分 方程 是 从 微观 上 描述 物体 在 外 力作 用 下 的 运动 状态 的 方程 ， 表现 的 是 
应 力 、 体 力 和 位 移 之 间 的 关系 ， 其 方程 如 下 所 示 : 


Dor | rzy 十 
3 十 3y zf- pH 


加 二 党 + 了 = 十 户 一 =p 9 (A-1) 


Or- Orsy 十 9 
9x + 


tf.=p 3 
当 物 体 处 于 平衡 状态 时 ， 式 (A - 1) 右 边 为 0， 即 为 静 力 学 分 析 时 的 平衡 微分 方程 。 若 
用 和 矩阵 形式 表示 位 移 、 体 积 力 、 应 力 ， 则 分 别 为 : 
d=[u wv 也 本 
fv=[f. f, f:] (A-2) 
o=[c: oy o: Ty Tw re 本 
同时 ， 若 引入 如 下 微分 算 子 矩阵 : 
Fr3 3 
3z 3y 0 亚 
9 9 
3y 37X 天 (A-3) 
a 9 9 
?0 3 9 下 
则 根据 和 矩阵 乘法 规则 不 难 证 明 ， 体 内 一 点 的 运动 方程 可 用 如 下 和 抢 阵 方程 表示 : 


ha 十 疡 一 p3 (A-4) 


2. 几何 方程 


几何 方程 是 描述 发 生变 形 后 的 应 变 与 位 移 之 间 的 关系 的 方程 ， 在 小 变形 假设 条 件 下 ， 
它们 之 间 的 关系 为 


_ 


einai onom mt 


一 22 9u | 97 
7x 二 ay 9x 
_9v 9v ,9w 他 
6 一 3 Yr 321 ay (A-5) 
_9w _aw ou 
Ez gz Y= 9x 1 gz 
记 应 变 矩 阵 
E—[e: €y ez: Yo Yr yn】 (A-6) 
则 由 和 矩阵 乘法 不 难 验 证 几何 方程 可 用 如 下 和 矩 阵 方程 表示 : 
E 一 4Id (A-7) 


式 中 ，4 ”为 微分 算 子 4 的 转 置 矩阵 。 
3. 物理 方程 
物理 方程 是 描述 应 力 与 应 变 之 间 的 关系 的 方程 ， 工 程 上 常 称 为 本 构 关 系 。 不 同 材料 其 


本 构 关 系 往往 不 同 ， 对 于 各 向 同性 线性 材料 ， 任 一 点 处 的 应 力 - 应 变 可 由 广义 胡 克 
(Hooke) 定 律 给 出 ， 即 


ec 一 于 Lo; —p(o, To,)] yo =r 
6 = [oy pro)] ye =r, (A-8) 
e. 一 去 [c. 一 ro 十 cx)] yr 
当 记 
1 —py 一 0 0 0 
x 1 一 0 0 0 
D"' 一 二 下 2 。 (A-9) 
0 0 0 2G+m 0 0 
0 0 0 0 2(1+p) 0 
0 0 0 0 0 2 
时 ， 本 构 关系 可 用 如 下 矩阵 方程 表示 : 
se=D !'e (A-10) 
或 
o=De (A-11) 


这 里 DD 为 弹性 矩阵 ， 其 表达 式 为 ， 
(2 
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0 0 
1 0 
£ [a 
a 1 和 
a 和 0 0 0 
= .Ti 1 0 0 0 
D=— UD Ue 
(1+p) (1—2p) 0 1—2x 0 
2(]1 一 2/0) 
1 一 2 
0 0 0 0 
2(1—24) 
1—24 
0 pak 
2 2(1—2p) 


(A -12) 
4. 边界 条 件 
边界 条 件 是 求解 弹性 力学 问题 必 不 可 少 的 条 件 ， 主 要 用 来 确定 偏 微分 方程 求解 过 程 中 
的 积分 常数 ， 包 括 应 力 边界 条 件 和 位 移 边 界 条 件 。 其 应 力 边界 条 件 为 : 
fs =orl troymt ran 
| 一 Txt 十 ay 十 re 


(A- 13) 
一 re 十 ro 十 co 
用 矩阵 形式 表示 为 : 
Lo— f,=0 (A-14) 
式 中 , 工 为 方向 余弦 矩阵 。 
位 移 边 界 条 件 为 : 
Uu=u 
| (A-15) 
用 矩阵 表示 为 : 
d—d=0 (A-16) 
A.2 能 量 原理 


1. 应 变 能 和 外 力 做 功 


弹性 体 在 外 力 的 作用 下 产生 变形 ， 则 在 其 内 部 将 具有 应 变 能 (又 称 为 变形 能 或 形变 势 
能 ) ， 其 表达 式 为 : 
标注 二 | sredV (A-17) 
车 弹性 体 受 到 体力 和 面 力 作用 ， 其 内 部 会 产生 变形 ， 则 外 力 所 做 的 功 为 : 


W= | cm 下 + Jody 十 | (fou A 
用 和 矩阵 表示 为 : 


# Bp > 
有 限 单元 ; 2 
i et ed 


w=| dr7udav 十 | dTf.dS (A-18) 
V S 
2. 虚 位 移 原 理 与 虚 功 方程 


弹性 体 在 虚 位 移 过 程 中 ， 形 变 势 能 的 增加 等 于 外 力 势 能 的 减少 ， 也 就 是 等 于 外 力 所 做 
的 功 。 


外 力 的 虚 功 为 : 
AW 一 | Ad'f,dV + | aar7ds (A-19) 
虚 应 变 能 为 ， 
AU 一 | Asredy (A-20) 
这 里 Ad 表示 产生 的 虚 位 移 ，As 表示 虚 应 变 。 根 据 虚 功 方程 ， 有 
AW=AU (A-21) 


3. 极 小 势能 原理 


在 给 定 的 外 力作 用 下 ， 在 满足 位 移 边 界 条 件 的 所 有 各 组 位 移 状态 中 ， 实 际 存在 的 一 组 
位 移 应 使 总 势能 成 为 极 小 值 。 在 外 力作 用 下 ， 由 于 外 力 做 了 功 ， 消 耗 了 外 力 势 能 ， 因 此 弹 
性 体 的 外 力 势 能 为 ， | 


V=—W 
系统 的 总 势能 为 : 

I=U+V=U—W (A -22) 
要 使 上 述 泛 函 存 在 极 小 值 ， 则 泛 函 的 变 分 应 为 0， 即 

81 = 8U—W)=0 (A-23) 


应 该 说 明 的 是 ， 极 小 势能 原理 和 虚 功 方程 是 等 价 的 ， 通 过 运算 ， 可 以 由 极 小 势能 原理 
《或 虚 功 方程 ) 导 出 平衡 微分 方程 与 应 力 边 界 条 件 。 
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附录 B 线性 方程 组 的 求解 


在 有 限 单元 法 分 析 中 ， 当 得 到 结构 的 整体 刚度 方程 后 ， 需 要 考虑 怎样 来 求解 这 一 方程 
组 ， 在 线性 静 力 分 析 中 它 是 一 线性 方程 组 。 线 性 方程 组 的 解法 可 以 分 为 两 大 类 ， 即 直接 解 
法 和 迭代 解法 。 直 接 解法 的 特点 是 对 于 一 个 给 定 的 线性 方程 组 ， 事 先 可 以 按 规定 的 算法 计 
算 其 所 需要 的 算术 运算 ， 直 接 给 出 最 后 的 结果 。 和 迭代 解法 的 特点 是 首先 假设 一 个 初始 解 ， 
然后 按照 一 定 的 算法 进行 迭代 ， 在 迁 代 过 程 中 进行 误差 检查 ， 直 至 满足 精度 要 求 ， 并 输出 
最 后 的 解答 。 

给 定 含有 n 个 未 知 量 x};、zxs、'…、Zz; 的 7 阶 线性 方程 


QH1Z1 Cl122 CI3Z3 | "AuTi 二 QalaTn — bl 
aaiT1 a x2 十 aasa ari "anrn be 
Q31Z1 十 0327X3 十 Q3373 Tarit "Tanzn — bs 
: (B-1) 
QiiXl -ai zs Qi3T3 "asxit "Tanzxn—b: 
azl 十 ae 十 Ca 十 aaXi 十 … 十 aru 一 四 


下 面 考 虑 方程 组 (B- 1) 的 求解 方法 。 
B. 1 Gauss( 高 斯 ) 消 元 法 


Gauss 消 元 法 是 最 基本 的 求解 方法 ， 当 方程 组 的 阶 数 比较 小 时 ， 其 计算 效率 和 效果 均 
比较 理想 。 它 分 为 两 步 完成 对 方程 组 的 求解 ， 第 一 步 是 消 元 的 过 程 ， 将 方程 组 (了 B- 1) 的 系 
数 和 矩阵 化 为 上 三 角 或 下 三 角 和 矩阵 ; 第 二 步 是 回 代 ， 从 上 三 角 和 矩阵 的 底部 开始 往 回 代 ， 依 次 
解 出 zx ~z1。 

1， 消 元 

首先 ， 从 方程 组 (B- 1) 的 第 1 个 方程 解 出 xi 的 表达 式 : 

n= 二 [b (alzz2 十 al323 十 alizi 十 十 ai) | (了 -2) 


将 式 (B- 2) 依 次 代 人 方程 组 (B- 1) 的 第 2~ 人 个 方程 ， 这 样 就 可 以 消去 后 面 一 1 个 方程 中 
未 知 量 zx 。 如 代 人 第 2 个 方程 ， 有 


a 
2 [oi (ai2T2 | U13T3 | 1 | ”| Ca ) | 十 a22T2 十 as 十 az 十 十 ao 一 人 
11 


设 了 21 — a21 /an 9 这 时 方程 Xz2 一 x; 前面 的 系数 分 别 为 : 


U22 —Lzia12 


Q23 — L21lQ13 


Qa2n— Lz2laln 


右边 的 常数 项 为 : 5 一 Lz6;， 实 际 编程 计算 时 ， 新 的 系数 依然 保存 在 原来 的 数组 中 ， 因 此 


A 
i | 
依然 记 为 ax 和 2 。 对 于 其 他 方程 进行 类 似 的 处 理 ， 这 样 方程 组 (B- 1) 就 变 成 . 


ClliY1 十 Qa zx2 十 alsx3 十 …alZi 十 … 十 alnzn =bh 


dQ22 XT2 yd 十 ai 十 十 Ga 一 妨 
aaz Xz 十 as3Z3 十 …aai2i 十 十 aa 一 Das 
3 : (B- 3) 


Ui2X? 十 Qia x3 十 ia 十 十 Ca =b; 


aa 十 Ca 十 …aazi 十 … 十 ao = 0 
注意 方程 组 (B- 3) 中 从 第 2 个 方程 开始 其 系数 和 右边 的 常数 均 与 (B - 1) 中 对 应 的 数 不 同 。 
这 样 就 完成 了 一 次 消 元 。 然 后 ， 从 方程 组 (B- 3) 的 第 2 个 方程 解 出 zs 的 表达 式 : 


zs— [ba— azaraaizit .Tamen)] (B- 4) 
22 


将 式 (B - 4) 依 次 代 和 人 方程 组 (B- 3) 的 第 3~n 个 方程 ， 这 样 就 可 以 消去 后 面 n 一 2 个 方程 中 
的 未 知 量 zs 。 经 过 nn 一 1 迭代 后 ， 就 可 以 得 到 如 下 的 方程 组 ， 
azl 十 alzZz 十 aisZ3s 十 …ali2i 十 … 十 ax 一 站 
az2 Tz 十 Qa3Z3 TaiT;t Tart — be 
Qs3T3 二 "adsiTi 十 asnzn = bs 
1 : (B-5) 
QaTit "Tanz —b; 


QamTn—= On 


上 述 过 程 即 是 Gauss 消 元 法 的 第 一 步 ， 每 次 迭代 其 系数 和 常数 可 以 表示 为 : 


Cm) ml) Qi ml) 
a a IQ (B- 6) 
QU pon 


Cm—1) 

bm =pm—D) 一 Qi bl) 

i i 【ma 一 1) mm 
Gon 


(m=1, 2, 0 nl; i j=m+l, mi2, …, n) 
这 里 上 标 (m 一 1) 表 示 消 元 前 的 系数 ，(m) 表 示 消 元 后 的 新 系数 。 

2. 回 代 

从 方程 组 (B - 5) 可 以 看 出 ， 从 第 个 方程 可 以 解 出 z,， 然 后 代 人 第 n 一 1 个 方程 ， 可 
以 解 出 z,_;， 这 样 依次 往 回 逃 代 ， 最 终 可 以 求 出 全 部 未 知 数 。 用 公式 可 以 表示 为 : 


bY 
Et gy 
m (B-7) 
1 nn 
Xi 一 一 [2 >， ag zi | (一 1 一 1 一 2 1]) 
Qi j= 计 1 


3. Gauss 主 元 消 元 法 . 
从 前 述 Gauss 消 元 法 的 过 程 可 以 看 出 ， 在 消去 元 素 zx; 时 ， 必 须 除 以 xz; 的 系数 a;， 因 
此 当 系 数 az =0 时 ， 计 算 不 能 正常 进行 ， 这 时 需要 在 第 i~-n 个 方程 中 寻找 x; 的 系数 不 为 0 


(WW 


的 方程 ， 
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而 如 果 |a; | <1.0， 那 么 它 作为 除数 就 会 引起 其 他 元 素 非 常 大 ， 这 样 会 引起 比较 


大 的 误差 ， 其 至 使 方程 不 能 求解 。 因 此 必须 对 Gauss 消 元 法 进行 改进 ， 其 方法 有 三 种 : 在 
系数 矩阵 的 某 一 列 选择 绝对 值 最 大 的 元 素 ， 称 为 列 主 元 消 元 法 ; 在 系数 矩阵 的 某 一 行 选择 
绝对 值 最 大 的 元 素 ， 称 为 行 主 元 消 元 法 ; 在 系数 矩阵 的 所 有 元 素 中 选择 绝对 值 最 大 的 元 
素 ， 称 为 全 选 主 元 消 元 法 。 下 面 对 列 主 元 消 元 法 进行 介绍 。 

当 我 们 需要 消去 元 素 zx: 时 ， 则 从 az (j 二 i，i 十 1，…，n) 中 寻找 绝对 值 最 大 的 元 素 ， 
设 为 a ， 然 后 将 第 k 个 方程 与 第 i 个 方程 的 位 置 进行 交换 ， 再 进行 消 元 。 在 计算 机 实现 
时 ， 实 际 上 是 交换 系数 矩阵 & 行 与 第 ; 行 的 元 素 ， 以 及 常量 矩阵 第 上 个 元 素 与 第 ; 个 元 素 。 


用 公式 表示 为 : 
dy Tas (7 一 2 i 十 ]， Sy n) 
> b>b; 
4，Gauss 列 主 元 消 元 法 程序 


int equation solve gauss (float**a,int n,float*b,int method) 


输入 : : 
a: 二 维 数组 ,存放 方程 组 的 系数 矩阵 ,返回 时 被 破坏 
b: 一 维 数组 ,存放 方程 组 右边 的 常量 ,返回 时 存放 方程 组 的 解 
n :方程 组 的 阶 数 
method:= 0, 高 斯 消去 法 ;其 他 ,高 斯 列 主 元 消去 法 
输出 : 
bp: 方程 组 的 解 

返回 : 

如 果 方 程 组 无 解 ,返回 -1; 如 果 方 程 组 有 解 , 返 回 0 


int i,j,k, res=0; 
float tmp,1ik; 


for (k=0;k<n~1;kt++)t{ 
if (method ) { // 选 列 主 元 
res=select main column (a,b,n,m); 
if(res== -1) return res; 


} // 完成 选 列 主 元 


// 开始 消 元 

for (i=k+1;i<n;i++){ // 方程 循环 ,从 k+1 个 方程 开始 
lik=alijLxjy/aLkjbx 
aLij[Lkj=0. 0; // 每 个 方程 主 对 角 线 前 面 的 系数 都 为 0 
for (j=k+1;j<n;j++){ // 计算 方程 的 每 个 系数 


NN 


- 


ali][jj=alij[j]-1ik*aL kj[i]; 
} 
pLil=p[i]-1ik*b[Lk|; // 计算 方程 右边 的 常量 
} 
} // 完成 消 元 


// 回 代 
bln-1]=bLn-1|/aLn- lin-1]; 
for(i=n-2;i>=0;i-—)t{ 
tmp= 0. 0; 
for (j=i+1;j<n;j++) tmp=tmptal i][j]*bL}]; 
bpLij= (Lil]- tmp} /aliJLi]; 
} // 完成 回 代 


return res; 


} 
其 中 选择 主 元 的 函数 


int select main colum (float**a,float*b,int n,int m) 


a: 二 维 数组 ,存放 方程 组 的 系数 矩阵 
b: 一 维 数组 ,存放 方程 组 右边 的 常量 
n: 方 程 组 的 阶 数 
m: 从 aLmj[mj~aLnjEm] 中 选择 主 元 
返回 : 
如 果 无 主 元 ,返回 - 1; 否则 ,返回 0, 返 回 时 已 交换 主 元 位 置 


int i,j,is; 


float fmax, tmp; 


// 找 绝对 值 最 大 的 数 
fmax=- 1. 0; 
for (i=m;i<n;i++){ 
tmp=fabs (al i Lm ); 
if (fmax<tmp) { 
fmax= tmp; 


is=i; // 最 大 值 所 在 的 行 号 
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// 最 大 值 如 果 为 零 , 则 方程 组 无 解 ,退出 

if (fmax<=0. 0)1{ 
printf ("No solution for the equation!ll \n"); 
return-1; 


} 
// 交换 两 行 数据 的 位 置 
if (is!=m){ 
for (j=m;j<n;j++){ // 交换 系数 矩阵 两 行 数据 
swap (&a[isjLjj],saLmjtL5] ); 


} 
swap (&b[L is], sbLm|] ); // 交换 方程 右边 常量 两 行 数据 


} 


return 0; 


} 
上 面 用 到 的 交换 两 个 数据 的 函数 如 下 : 


void  Swap (float*a,float*b) 


A/* ------------~------------~--~----------~--------------------~~--------~------------~--------------------------~-~ 
功能 :交换 两 个 实 型 数据 
输入 : 
a: 指 向 第 一 个 数据 地 址 的 指针 ,返回 时 空间 保存 的 是 第 二 个 数据 
b: 指 向 第 二 个 数据 地 址 的 指针 ,返回 时 空间 保存 的 是 第 一 个 数据 
ET OE */ 
{ 
float tmp; 
tmp=*a; 
*a=*Db; 
* b= tmp; 
} 


B. 2 ” Gauss - Jordan( 高 斯 一 约 当 ) 消 元 法 


前 面 介绍 的 Gauss 消 元 法 是 将 系数 矩阵 转化 成 上 三 角 或 下 三 角 抢 阵 ， 然 后 进行 回 代 求解 。 
如 果 能 够 将 系数 和 矩阵 消 元 成 一 个 单元 矩阵 ， 这 样 右 端 的 常数 项 就 是 方程 组 的 解 ， 这 就 是 Gauss - 
Jordan 消 元 法 ， 因 此 ，Gauss - Jordan 消 元 法 没有 回 代 的 过 程 。 下 面 介 绍 一 下 其 消 元 的 过 程 。 
1. 第 一 次 消 元 
第 一 步 : 对 于 方程 组 (B - 1) 中 的 第 1 个 方程 ， 两 边 除 以 CQC11， 使 Xl 的 系数 为 1， 这 一 
过 程 表示 为 : 
4 由 二 ea 各 /ae 生 8 二 的 [ae 全 (1，2，…，72) 


这 里 上 标 (0) 表 示 原 系数 矩阵 元 素 ，(1) 表 示 第 一 次 消 元 更 新 后 的 系数 ( 仍 保存 在 原来 的 


a o.oo 


位 置 )。 
第 二 步 ， 对 剩 下 的 n 一 1 个 方程 ， 将 x; 的 系数 消去 ， 即 使 其 系数 为 0。 为 此 ， 在 消 第 2 
个 方程 x 的 系数 时 需要 将 第 1 个 方程 两 边 乘 以 系数 aa ， 然 后 第 2 个 方程 减 去 第 1 个 方程 ， 
新 方程 的 系数 为 : 
a =a%) ng 2} by 一 六 0 —as? pi? (y= 15 2 eo, n) 
类 似 地 ， 消 第 3 个 方程 的 系数 时 需要 将 第 1 个 方程 两 边 乘 以 系数 wu ， 然 后 第 3 个 方程 
减 去 第 1 个 方程 ， 新 方程 的 系数 为 : 
a =a —af a , bh =b" —af by GG=1, 2, *…, n) 
依次 对 每 个 方程 进行 处 理 后 ， 最 终 得 到 一 个 新 的 方程 组 : 
十 az 十 ar 十 CD 十 十 ai 了 一 他 
C 曙 2 十 ar 十 ai 十 十 Cr 一 0) 
Cox 十 az 十 az 十 十 CDz 一 0) 
; (B- 8) 


agd’ zs Tad zs"al vitat zr, =b 


ad’ zz tad zaP zit ad zr, =b 
注意 (B - 8) 中 的 系数 和 右边 的 常数 项 均 与 (B - 1) 的 对 应 项 不 同 了 。 经 过 上 面 两 步 ， 就 完成 
了 一 次 消 元 过 程 。 
2. 第 二 次 消 元 
第 一 步 : 将 方程 组 (B- 8) 中 第 2 个 方程 两 边 除 以 系数 a 多， 使 zz 的 系数 为 1， 这 一 过 
程 表示 为 ， 
a =asp /a , bo=b /a (=2, …, An) 
上 标 (2) 表 示 第 二 次 消 元 更 新 后 的 系数 。 
第 二 步 : 对 剩 下 的 n 一 1 个 方程 ， 将 zz 的 系数 消去 ， 即 使 其 系数 为 0。 为 此 ， 在 消 第 1 
个 方程 zz 的 系数 时 需要 将 第 2 个 方程 两 边 乘 以 系数 * 候 ， 然 后 第 1 个 方程 减 去 第 2 个 方程 ， 
新 方程 的 系数 为 : 
af? =afp —afdaP, b=60—afPo? (=2, ,1) 
类 似 地 ， 消 第 3 个 方程 zz 的 系数 时 需要 将 第 2 个 方程 两 边 乘 以 系数 a 多 ， 然 后 第 3 个 方程 
减 去 第 2 个 方程 ， 新 方程 的 系数 为 : 
0 入 一 < 由 一 < 则 0 多 ， b=6—ab (j=2, 
依次 对 每 个 方程 进行 处 理 后 ， 最 终 得 到 一 个 新 的 方程 组 : 
Zi 十 0 十 C 全 2 十 …Q 作 并 ;十 十 aa 全 工 一 可 2 
2 十 Q 生 十 ……C 和 和 ;十 十 CO 和 2 工 一 录 2 


a zs ta zx; 二 afr, = 6 


si A 


: (B-9) 
a zs 二 a 十 … 十 ai2z ,一 2 


CT 十 ar; 十 十 CC 一 已 2? 
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这 样 经 过 ?次 消 元 后 ， 方 程 组 的 系数 矩阵 将 变 成 一 个 单位 矩阵 ， 右 端的 常数 项 就 是 方程 组 
的 解 。 
3. 第 m 次 消 元 
第 一 步 : 用 该 消 元 行 的 主 元 a “ 除 该 行 的 所 有 元 素 ， 这 样 主 元 就 变 成 了 1， 即 : 
ao 一 ago-D atm 
1 = Ya 
第 二 步 : 用 第 m 行 消去 剩余 7 一 1 行 的 第 m 列 的 元 素 ， 可 以 表示 为 ; 
ee ( 2，…，7 | 


bi™ =bm —alw Db 


(j=—=m, ml, nn) (B- 10) 


(B-11) 


j=m, ml, ,nn 

需要 注意 的 是 与 Gauss 消 元 法 类 似 ， 因 为 在 消 元 过 程 中 需要 除 以 主 元 cw ， 为 了 减 
少 计 算 误 差 ， 因 此 在 消 元 以 前 必须 选择 主 元 ， 其 方式 也 与 Gauss 消 元 法 完全 一 致 。 

4， Gauss 一 Jordan 消 元 法 程序 


int equation solve gauss jordan (float**a,int n,float*b,int method) 


a: 二 维 数组 ,存放 方程 组 的 系数 矩阵 ,返回 时 被 破坏 
b: 一 维 数组 ,存放 方程 组 右边 的 常量 ,返回 时 存放 方程 组 的 解 
n: 方 程 组 的 阶 数 
method:=0, 不 选 主 元 ;=1 列 主 元 
输出 : 
b: 方 程 组 的 解 
返回 : 
如 果 方 程 组 无 解 , 返 回 -1; 如 果 方 程 组 有 解 , 返 回 0 


int i,j,m,is; 


float tmp, fmax, lik; 


for (m= 0;m<n;mt+){ 

if (method ) { // 选 列 主 元 
res=select main column (a,b,n,m); 
if (res==~1) return res; 

} 

// 除 以 主 元 aLmj[m] 

tmp=a[ mLmj]; 

for (j=m;j<n;j++){t 
aLmj[j]=aLm][j]/tmp; 

} 

blLm=b[Lm/tmp; 


td | 
人 EE 


// 开始 消 元 
for (i=0;i<n;i++)1{ 
tmp=a[i][m]; 
if (i!=m){ 
for (j=m;j<n;j++)t{ 
alLil[j]=alil]Lj]- tmp* aLmj[lj]; 
} 
bLi]=b[i-tmpxb[m]， 


} 
} 


return res; 


B.3 雅 可 比 (Jacobi) 迭 代 法 


前 面 介绍 的 直接 解法 一 般 只 能 求解 线性 方程 组 ， 而 迭代 解法 不 仅 可 以 求解 线性 方程 
组 ， 而 且 可 以 求解 非 线性 方程 组 。 在 迭代 法 中 ， 雅 可 比 法 是 最 简单 的 一 种 迭代 法 。 
将 方程 组 ( 卫 - 1) 中 第 i 个 方程 表示 为 x; 的 表达 式 ; 
Ti 一 1 (5; — p> aiyx; ) (zi 一 1,2,.… ,7) 


Ui 


雅 可 比 先 代 法 即 是 由 一 组 二 的 初始 值 站 按照 式 (B12) 进 行 选 代 ， 
zi = (6 3 村 (B- 12) 
其 中 上 标 (&) 为 迄 代 次 数 。 为 了 便于 编程 计算 ， 上 式 还 可 以 写成 如 下 形式 ， 
zp? 十 二 ( 一 oz 名) 人 一 12 (B- 13) 
法 代 一 直到 满足 精度 要 求 为 止 。 迁 代 精 度 可 以 采用 以 下 准则 ， 
Jer x exe) (B-14) 


式 中 ，e 是 允许 的 误差 | 芭 | 表 示 向 量 的 范 数 ,如 |x*1, 一 (了 zp)?)i， 


雅 可 比 迭 代 法 公式 比较 简单 ， 选 代 思 路 清晰 ， 但 使 用 时 必须 注意 迭代 的 收敛 性 。 当 方 
程 组 中 的 系数 矩阵 4 为 严格 对 角 优 势 矩阵 时 ， 即 4 的 每 一 行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 大 于 同行 
其 他 元 素 绝对 值 之 和 ， 则 可 证 明 雅 可 比 迭 代 法 是 收敛 的 。 

下 面 是 雅 可 比 和 迭代 法 的 计算 函数 。 


int equation solve jacobi (float**a,int n,float*b,float err, int imax) 


ee ett 


am me ee 


a: 二 维 数 组 ,存放 方程 组 的 系数 和 矩阵 ,返回 时 被 破坏 
pb: 一 维 数组 ,存放 方程 组 右边 的 常量 ,返回 时 存放 方程 组 的 解 
n: 方 程 组 的 阶 数 
err: 迭 代 误 差 , 可 以 省 略 , 此 时 默认 为 0. 000001 
imax: 最 大 迭代 次 数 ,可 以 省 略 , 此 时 默认 为 100 
返回 : 
如 果 方 程 组 无 解 ,返回 -1; 如 果 方 程 组 有 解 ,返回 0 


int i,j,k,is,js; 


float tmp, sum, fmax; 


float p; // 统计 绝对 误差 
int num=0; // 用 于 统计 迭代 次 数 
float* x0, *xl; // 用 于 存放 初始 解 和 新 解 


x0= (float* )malloc (n* sizeof (float)); 


xl1= (float* )malloc (n* sizeof (float)); 


// 设置 方程 组 的 初始 解 
for (i=0;i<n;i++) x0Li]=b[i]/aliJ[i]; 


// 和 迭代 求解 
num=0; 
P=1. Oterr; 
while (p>err && num< imax) { 
p=0. 0; 
num+t+} 
for (i=0;i<n;it++){ 
Sum=0. 0; 
for(j=0;j<n;j++) sumt=al i][j]*x0Lj]; 
xl[ ij=x0Li+ (bLi]- sum) /aLi][Li]; 
} 
// 计算 误差 
Sum=tmp=0. 0» 
for (i=0;i<n;it++) sumt=x0[i]*xo[Li]; 
for (i=0;ij<n;i++) tmp+= (x1[i]-xOLi])* (xi[i]-xoLil)}; 
p= sart (tmp) /sqrt (sum); 
// 以 新 的 解 蔡 换 原 来 的 解 
for (i=0;i<n;i++) x0Lil=x1[Li]; 
// 输出 信息 
printf (" 迭 代 次 数 :s- 3dq num) ” 
for(i=0;i<n;i++) printf ("%®—12g", x1[i]) 和 
printf("%-12g\n",p); 
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} 

// 将 方程 的 解 存放 在 数组 b 中 
for (i=0;i<n;i++)b[ij=x1[i]; 
// 释放 临时 工作 空间 

free (x0); 

free (x1); 

free (loc); 

return 0; 


} 


运用 雅 可 比 迭 代 法 计算 x**? 的 过 程 中 ， 采 用 的 都 是 上 一 步 的 结果 x， 实际 上 ， 在 
计算 z#+? 时 ,已 经 计算 得 到 了 新 的 分 量 zi 、z 0 、…、zgi ， 有 理由 认为 新 解 应 该 
有 所 改善 ， 因 此 可 以 用 已 经 计算 出 来 的 新 的 量 代替 原来 的 量 以 提高 计算 效率 ， 这 就 是 
高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 (Gauss - Seidel Method) 。 其 计算 公式 为 


1 n 
ZH = zl + 二 (6 一 》ajzym 一 >1ajz 旬 ) (=1,2,%,n) (B-15) 
到 j=1 j=i 


B. 4 共 入 梯度 法 


共 斩 梯 度 法 (Conjugate Gradient Method) 是 求解 线性 方程 组 的 一 种 有 效 的 选 代 法 。 在 
用 里 兹 法 求解 泛 函 极 值 问题 时 ， 从 极 值 条 件 可 以 得 到 作为 求解 方程 的 线性 代数 方程 组 。 榜 
度 法 的 思想 是 用 迭代 法 逐步 台 近 泛 函 的 极 值 。 根 据 求解 过 程 中 搜索 的 方向 ， 有 梯度 法 和 共 
罗 梯 度 法 。 梯 度 法 是 每 次 搜索 都 是 沿 梯度 方向 进行 ， 而 共 思 梯 度 法 是 沿 与 前 一 次 搜索 方向 
相互 正 交 的 所 谓 共 斩 梯 度 方 向 进行 。 

线性 方程 组 4x 一 是 对 应 二 次 函数 ， 


Jo 一 二 xzThAx 一 brx 
的 极 值 条 件 ， 用 共 斩 梯 度 法 求解 函数 f(x) 的 极 值 间 题 的 步骤 如 下 、 
(1) 设 x 的 初始 值 xo 。 
(2) 计 算 六 z 在 娩 的 梯度 25 | =Ax。 一 b。 
(3) 设 mm 王 0 一 4Axo ，po 一 rm。 
(4) 沿 Po 方向 进行 一 维 搜索 ， 寻 找 minf(x)， 即 设 


Xl1 一 X0 十 ao po Xo 十 goro 


ror, 
其 中 ， Q0 一 2 2 


ro'Aro >; 
(5) 计 算 n 一 b 一 Ax。 
T 
i poA 
(6) 设 p=ri 十 Bpo， 这 里 一 一 他 A。 
(7) 沿 户 方 向 进行 一 维 搜索 ， 寻 找 minf(x)， 即 设 


也 一 居 十 aa 有 


tte 
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yeeros reiterates prampee hee APEC ps Ae eerste 


下 
其 中 ， QI 一 Pi 


piAp':° 


(8) 以 xz 代替 步骤 (5) 中 的 x ， 重 复 (5)、(6)、(7) 步 ， 直 至 满足 收敛 要 求 。 
其 计算 程序 如 下 : 


int equation solve conj grad{(float**a,int n,float*b,float eps,int imax) 


a: 二 维 数组 ,存放 方程 组 的 系数 矩阵 ,返回 时 被 破坏 
b: 一 维 数 组 ,存放 方程 组 右边 的 常量 ,返回 时 存放 方程 组 的 解 
n: 方 程 组 的 阶 数 
eps :迭代 误差 
imax: 最 大 迭代 次 数 
返回 : 
如 果 方 程 组 无 解 , 返 回 -1; 如 果 方 程 组 有 解 , 返 回 0 


int i,j; 


float tmp, suml, sum2,alpha, beta; 


int iter=0; // 用 于 统计 迭代 次 数 
float*x,*r,*p; // 用 于 存放 方程 组 的 解 , 梯 度 ,搜索 方向 


// 分配 临时 工作 空间 

x= (float* )malloc (nx sizeof (float)); 

p= (float* )malloc (nx sizeof (float)); 

r= (float* )malloc (nx sizeof (float)); 

// 设置 方程 组 的 初始 解 
for(i=0;i<n;i++) x[il= bi/aLiLi 
// 初 始 残 差 


~ for(i=0;i<n;i++)1{ 


suml=0. 0; 
for (j=0;j<n;j++) suml+=aLijL]*x[3]， 
r[Li]=bLi]- suml; 

} 

// 初始 搜索 方向 

for (i=0;i<n;i++) pLij=r[Li]; 

suml=0. 0; 

for (i=0;i<n;i++)suml+=r[i]*r[i]; 

// 开始 迭代 求解 

whijel((suml>eps) && (iter<imax) && (iter<n) ){ 
// 计算 步 长 alphs 的 值 
Sum2= 0, 0; 


> 


for(i=0;i<n;i++){ 
tmp=0. 0;» 
for (j=0;j<n;j++) tmpt=aLij[j]*p[j]; 
sum2+=pL il* tmp; 
} 
alpha= suml/sum2; 
// 更 新 解 
for (i=0;i<n;i++) x[i|=x[ijt+alpha*p[i]; 
// 更 新 残 差 
for (i=0;i<n;it++){ 
tmp=0. 0; 
for (j=0;j<n;j++) tmp+=a[il[j]*x[j]; 
rLij=b[Li]- tmp; 
} 
// 计算 beta 
sum2=0. 0; 
for{(i=0;i<n;i++) sum2+=r[ il*r[Lil; 
beta= sum2/suml; 
// 更 新 搜索 方向 
for(i=0;i<n;i++)pLil=r[iJ]+beta*p[i]; 
suml= sum2; 
itert++} 
} 
// ”将 方程 的 解 存 放 在 数组 b 中 
for (i=0;i<n;ji++) pLil=x[i]; 
// 释放 临时 工作 空间 
free (x); 
free (r); 
free (p); 
return 0; 


} 
例 B-1 求解 线性 方程 组 Ax 二 bp， 其中: 


4 —3 1 0 1 
-3 7 3 1 _ié 
| 一 3 7 一 3 4 
0 1 3 3 5 


此 方程 的 精确 解 为 : zi 二 1，zs 一 2，z; 二 3、xs 二 4， 用 雅 可 比 授 代 法 求解 时 不 收 人 化， 用 高 
斯 - 赛 德尔 迭代 法 求解 ， 经 过 23 次 迭代 ， 计 算得 到 xi 二 1，zz 二 2，zs 二 3、xs 一 4， 此 时 误 
差 为 6, 15594e—008; 用 共 斩 梯度 法 求解 ， 经 过 4 次 迭代 ， 计算 得 到 Xl 1， 2 2， 3 
3、 必 一 4， 此 时 误差 为 3.02407e 一 011。 

由 此 可 以 看 到 ， 共 箔 梯度 法 收敛 速度 更 快 。 从 理论 上 来 说 ， 共 虑 梯度 法 最 多 经 过 z(z 
为 方程 组 阶 数 ) 次 迭代 就 可 以 达到 精确 解 。 
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2.2.9 约束 条 件 的 处 理 
2.2. 10 ”实例 计算 
2.3 平面 4 结 点 矩形 单元 
2.3.1 单元 位 移 画 数 
2. 3. 2 单元 应 变 
2. 3. 3 单元 应 力 场 
2.3.4 单元 刚度 和 矩阵 
2.4 平面 6 结 点 三 角形 单元 
2.4.1 面积 坐标 
2.4.2 面积 坐标 下 的 位 移 画 数 
2.4.3 单元 应 变 
2.4.4 单元 应 力 场 
2.4.5 单元 刚度 和 矩阵 
2.5 轴 对 称 问题 有 限 元 分 析 
2. 5.1 环形 3 结 点 三 角形 单元 


2. 5. 2 ”环形 4 结 点 矩形 单元 
2.6 空间 4 结 点 四 面体 单元 
2. 6. 1 单元 位 移 画 数 
2. 6. 2 ”单元 应 变 场 和 应 力 场 
2. 6.3 单元 刚度 矩阵 
2. 6.4 等 效 结 点 荷载 计算 
2.7 空间 8 结 点 正六 面体 单元 
2.7.1 单元 位 移 画 数 
2.7.2 单元 应 变 场 和 应 力 场 
2.7.3 单元 刚度 矩阵 
2.8 其 他 高 阶 单元 
2.8.1 高 阶 平面 单元 
2.8.2 高 阶 四 面体 单元 
2.8.3 高 阶 六 面体 单元 
2.9 等 参 单元 与 数值 积分 
2. 9.1 等 参 变 
2.9.2 平面 4 结 点 四 边 形 等 参 单元 
2.9.3 平面 8 结 点 四 边 形 等 参 单元 
2. 9.4 空间 轴 对 称 等 参 单元 
2.9.5 数值 积分 
本 章 小 结 
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第 3 章 ” 杆 系 结构 的 有 限 单元 法 
3.1 概述 
3.1.1 结构 离散 化 
3. 1.2 杆 系 结构 有 限 单 元 法 的 基本 步 又 
3.1.3 力 和 位 移 的 正 负 号 规定 
3.2 局 部 坐标 系 下 的 单元 分 析 
3.2.1 拉 ( 压 ) 杆 单元 
3. 2.2 ”扭转 杆 单元 
3.2.3 仅 考 虑 弯曲 的 杆 单 元 
3.2.4 平面 一 般 杆 件 单元 
3.2.5 空间 杆 件 单元 
3.2.6 单元 刚度 和 矩阵 的 性 质 
3.3 整体 分 析 
3.3.1 平面 问题 坐标 变换 矩阵 
3.3.2 空间 问题 坐标 变换 矩阵 
3.3.3 杆 系 结构 的 整体 分 析 
3.4 等 效 结 点 荷载 和 边界 条 件 
3.4.1 非 结 点 荷载 的 处 理 
3.4.2 ”等 效 结 点 荷载 
3.4.3 边界 条 件 的 处 理 
3.5 应 用 实例 


3.6 有 限 元 程序 设计 方法 
3. 6. 1 结构 化 与 模块 化 程序 设计 方法 
3. 6. 2 ” 杆 系 结构 基本 处 理 模 块 
本 章 小 结 
习题 

第 4 章 ”薄板 弯曲 问题 的 有 限 单元 法 
4.1 薄板 弯曲 基本 方程 
4.1.1 基本 假设 
4.1.2 几何 方程 
4.1.3 物理 方程 
4.2 三 角形 薄板 单元 
4. 2.1 直角 坐标 系 下 的 单元 位 移 函 数 
4.2.2 面积 坐标 下 的 单元 位 移 函 数 
4.2.3 单元 刚度 方程 
4.2.4 等 效 结 点 荷载 
4.3 和 矩形 薄板 单元 
4.3.1 单元 位 移 函 数 
4.3.2 应 力 分 析 
4.3.3 单元 刚度 矩阵 
4.3.4 等 效 结 点 荷载 的 计算 
4.3.5 实例 分 析 
4.4 8 结 点 四 边 形 薄板 等 参 单元 
4.4.1 Hencky 理 论 
4.4.2 8 结 点 Hencky 板 单元 的 位 移 函 数 
4.43 单元 刚度 矩阵 
本 章 小 结 
习题 

第 5 章 ”动力 学 问题 的 有 限 单元 法 
5.1 概述 
5.2 动力 学 问题 的 基本 方程 
5.3 ”质量 矩阵 与 阻尼 矩阵 
5.3.1 局 部 坐标 系 下 的 单元 质量 矩阵 
5.3.2 总 体质 量 和 矩阵 
5.3.3 阻尼 和 矩阵 
5.4 ”运动 方程 的 简化 
5.5 结构 动力 响应 
5. 5.1 特征 值 问题 
5. 5. 2 ”特征 值 与 振 型 的 性 质 
5.6 动力 问题 求解 
5. 6. 1 振 型 赤 加 法 
5. 6.2 ”逐步 积分 法 
5.7 动力 分 析 实 例 


本 章 小 结 


习题 

第 6 章 ”有 限 单元 法 分 析 的 几 个 问题 
6. 1 构造 Q 类 单元 形 本 数 的 几何 法 
6.2 有 限 单元 法 分 析 结果 的 精度 
6.2.1 求解 精度 的 估计 
6.2.2 分 析 结 果 的 性 质 
6. 2.3 共用 结 点 上 应 力 的 处 理 
6.2.4 提高 精度 的 方法 
6.3 不 同 单元 的 组 合 
6.4 约束 方式 的 模拟 


本 章 小 结 
习题 

附录 A 弹性 力学 基本 知识 
A 1 基本 方程 


A 2 能 量 原理 
附录 B 线性 方程 组 的 求解 
B 1 Gauss (高 斯 ) 消 元 法 
B 2 Gauss- Jordan (高 斯 一 约 当 ) 消 元 法 
B3 雅 可 比 (Jacobi ) 迭代 法 
B 4 共 斩 梯 度 法 
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